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Π ε ρ ί λ η ψ η 
Το παρόν κείμενο αποτελεί θεωρητική τεκμηρίωση του προγράμματος που αναπτύχθη­
κε σε γλώσσα C στο πλαίσιο της διπλωματικής εργασίας. Η εφαρμογή προσομοιώνει 
κυκλώματα δοσμένα σε SPICE μορφή εστιάζοντας στην ανάλυση σταθερού σήματος 
(DC) παρουσία μη-γραμμικών στοιχείων. Αντιμετωπίζονται κυκλώματα μεγάλης κλίμα­
κας κάνοντας χρήση δομών για αραιούς πίνακες. Η βιβλιοθήκη που χρησιμοποιείται για 
τον λόγο αυτό είναι η CSparse. Το μη γραμμικό σύστημα που περιγράφει το κύκλωμα 
σχηματίζεται βάση της τροποποιημένης μεθόδου κόμβων, και η επίλυσή του γίνεται με 
τη μέθοδο Newton-Raphson. Λόγω της διακοπτικής φύσης των μη γραμμικών στοι¬
χείων παρουσιάζονται προβλήματα που μετατρέπουν το πίνακα του προβλήματος σε 
ιδιόμορφο και άρα μη επιλύσιμο. Μελετάμε τα προβλήματα αυτά και παρουσιάζουμε 
τους τρόπους με τους οποίους λύθηκαν στο πρόγραμμα. Επίσης υλοποιήθηκαν δυο 
βηματικές μέθοδοι , g-stepping και source-stepping που υποβοηθάν την σύγκλιση. Εν 
τέλη παρουσιάζουμε αποτελέσματα προσομοίωσης μικρών μη-γραμμικών κυκλωμάτων 
αλλά και κυκλώματα αποτελούμενα από ένα μεγάλο γραμμικό κομμάτι και ένα μικρό 
μη-γραμμικό, όπως δίκτυα τροφοδοσίας και λογικές πύλες. Τα αποτελέσματα των προ¬
σομοιώσεων αντιπαρατίθενται με αυτά του NGSPICE. 
Abstract 
The present text serves as a theoretical documentation for the corresponding C 
program that was developed for the graduation thesis. The application simulates 
circuits given in SPICE notation with its main focus focus on dc analysis under the 
presence of non-linear elements. Large scale networks are handled as well by using 
special structures for sparse matrices. The actual library used for this reason is the 
CSparse. The non-linear system of equations which describes the whole circuit is 
formed according to modified nodal analysis, and is solved by the Newton-Raphson 
method. The switching operation of the non-linear elements results in singular 
problem and thus in an non isolated solution. These problems are presented as 
well as remedies that used by the program. Additionally two stepping methods ,g-
stepping and source stepping , were implemented to help convergence. Lastly, the 
results of several small non-linear circuits are presented as well as circuits made up 
from a large linear part and a small non-linear segment, such as power grids and 
logic gates. The results are presented side by side by those of NGSPICE. 
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Όλα πρέπει να είναι όσο απλά γίνεται, 
αλλά όχι απλούστερα. 
-Albert Einstein 
Δε συνειδητοποιεί κανείς τον βαθμό 
στον οποίο τα πάντα είναι ασαφή 
μέχρι τη στιγμή που θα προσπαθήσει 
να τα ορίσει επακριβώς. 
-Bernard Russell 
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Κεφάλαιο 1 
Ε ι σ α γ ω γ ή 
Σε αυτό το κεφάλαιο γίνεται μια συνοπτική και περιεκτική αναφορά βασικών εννοιών της 
θεωρίας και της προσομοίωσης κυκλωμάτων. Ενδεχομένως τα περισσότερα από αυτά 
που θα παρουσιαστούν να είναι γνωστά στον αναγνώστη. Εντούτοις η ανασκόπησή 
τους θεωρείται αναγκαία. 
Ο λόγος δεν είναι μόνο η πληρότητα και η καλύτερη συνέχεια του κειμένου αλλά και 
η δυνατότητα να τονίσουμε ορισμένες παραδοχές και υποκατηγορίες των εννοιών στις 
οποίες θα εστιάσουμε. Ενδεικτικά αναφέρουμε την παράλειψη του παράγοντα χρόνου 
και τον περιορισμό της μελέτης σε ένα συγκεκριμένο σύνολο ηλεκτρονικών στοιχείων. 
Σκοπός είναι στο τέλος του κεφαλαίου να εξάγουμε ομαλά και εύκολα την εξίσωση 
της τροποποιημένης μεθόδου των κόμβων M N A . Αυτή θα δοθεί στη γενική της μορ¬
φή, περιλαμβάνοντας τόσο γραμμικά όσο και μη-γραμμικά στοιχεία. Το κλείσιμο του 
κεφαλαίου με την εξίσωση αυτή σηματοδοτεί την έναρξη του ουσιαστικού θέματος της 
εργασίας. 
Τα ακόλουθα είναι βασισμένα στα εξής συγγράμματα, [2] , [9] . 
1.1 Π ρ ο σ ο μ ο ί ω σ η Κ υ κ λ ω μ ά τ ω ν 
Δεδομένης της περιγραφής ενός κυκλώματος, προσομοίωση, θεωρείται η διαδικασία κα¬
τά την οποία δομούμε και επιλύουμε ένα μαθηματικό πρόβλημα το οποίο ανταποκρίνεται 
όσο το δυνατόν περισσότερο στο πραγματικό κύκλωμα της περιγραφής. Η διαδικασία 
αυτή στοχεύει στην ακριβέστερη δυνατή πρόβλεψη (ή επαλήθευση) της συμπεριφοράς 
του κυκλώματος. Η μεγάλη κλίμακα και η πολυπλοκότητα των κυκλωμάτων καθιστά 
την διαδικασία αυτή εφικτή μόνο με την χρήση Η / Τ . Ενδεικτικά αναφέρουμε ότι ένα 
ολοκληρωμένο κύκλωμα (IC) έχει μερικά δισεκατομμύρια τρανζίστορ. 
Εδώ πρέπει να τονίσουμε ότι η προσομοίωση είναι ένας γενικός όρος. Ο όρος αυτός 
περιλαμβάνει όλων των ειδών τις αναλύσεις που μπορούμε να κάνουμε σε ένα κύκλωμα. 
Το είδος της ανάλυσης καθορίζεται από την παράμετρο, βάση της οποίας θέλουμε να 
μελετήσουμε την συμπεριφορά του κυκλώματος. Βασικές παράμετροι είναι ο χρόνος, η 
ισχύς, η θερμοκρασία, η σ υ χ ν ό τ η τ α . 
Στην παρούσα εργασία θα επικεντρωθούμε στην λεγόμενη ανάλυση σταθερού σήμα¬
τος (DC). Η ανάλυση αυτή είναι η βασικότερη καθώς είναι προαπαιτούμενη για όλες τις 
υπόλοιπες. Σκοπός της είναι ο καθορισμός του σημείο λειτουργίας του κυκλώματος. 
Δηλαδή η εύρεση όλων των τιμών τάσης και ρεύματος, όταν επιδρούν μόνο ανεξάρτητες 
1 
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2 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
πηγές που δεν μεταβάλλονται με τον χρόνο. Η ανεξαρτησίας ως προς τον χρόνο έχει 
σαν αποτέλεσμα τον μηδενισμό των δυναμικών στοιχείων όπως πυκνωτές και πηνία. 
Ο μηδενισμός αυτός διευκολύνει αρκετά, αφού μετατρέπει ένα πρόβλημα διαφορικής 
φύσης σε ένα αλγεβρικό πρόβλημα. 
Η ακρίβεια της λύσης του προβλήματος και κατ' επέκταση η ποιότητα της προσο­
μοίωσης, περιορίζεται από τους δύο ακόλουθους παράγοντες. 
• Ακρίβεια των μοντέλων των στοιχείων. 
• Πεπερασμένη ακρίβεια αριθμητικών πράξεων στους Η / Τ . 
Θα μπορούσε να αναφέρει κανείς και άλλους, όπως το μέγεθος του κυκλώματος ή το 
είδος της ανάλυσης που επιχειρείται ή την ευστάθεια των αλγορίθμων. Στην ουσία όμως 
όλα αυτά δεν είναι τίποτα άλλο από παράγωγα των δύο παραγόντων που αναφέραμε. 
Συνεπώς η όλη προσπάθεια εστιάζεται στην ανάπτυξη τεχνικών που να περιορίζουν 
τους δύο αυτούς παράγοντες. Έτσι χρειαζόμαστε ακριβή και λεπτομερή μοντέλα, κα¬
θώς και έξυπνους και ευσταθείς αλγόριθμους. Αξίζει να σημειώσουμε ότι από τις δύο 
αυτές "παθογένειες" δεν γίνεται να απαλλαγούμε ότι και να κάνουμε. Μπορούμε να 
αυξήσουμε την ακρίβεια των Η / Τ αλλά αυτή πάντα θα παραμένει πεπερασμένη, διότι 
το σύνολο των αριθμών είναι άπειρο κι εμείς καλούμαστε να αναπαραστήσουμε ένα 
υποσύνολο αυτού βάσει ενός πεπερασμένου συνόλου θέσεων. Όσο για τα στοιχεία, 
μπορούμε να αναπτύξουμε ακριβή και λεπτομερή μοντέλα τα οποία όμως θα παραμένουν 
μοντέλα 1. 
Αρα εν τέλη, το αποτέλεσμά μας δεν θα είναι τίποτα άλλο από μια προσέγγιση της 
πραγματικής λύσης, και ζητούμενο πλέον είναι η μικρότερη δυνατή απόκλιση. 
1.2 Π α ρ α δ ο χ έ ς κ υ κ λ ώ μ α τ ο ς 
1.2.1 Επ ίδραση της DC ανάλυσης 
Λόγω της ανάλυσης σταθερού σ ή μ α τ ο ς φ ^ που επιχειρούμε, αγνοούμε την μεταβλητή 
του χρόνου. Συνεπώς τα ρεύματα και οι τάσεις θα είναι ανεξάρτητα ως προς τον χρόνο. 
Τα πηνία και οι πυκνωτές μηδενίζονται, δηλαδή θα αντιμετωπίζονται ως ανεξάρτητες 
πηγές τάσης και ρεύματος, μηδενικής τιμής αντίστοιχα. Συνεπώς το σύνολο των στοι¬
χείων μας μειώνεται κατά δύο. Ισοδύναμα μπορούμε να σκεφτόμαστε ότι πυκνωτές και 
πηνία δεν υπάρχουν. 
1.2.2 Σ υ γ κ ε ν τ ρ ω μ έ ν ο κ ύ κ λ ω μ α (lumped circuit) 
Όλα τα κυκλώματα θα θεωρούνται συγκεντρωμένα. Δηλαδή, θα θεωρούμε ότι οι 
διαστάσεις τους είναι τέτοιες ώστε η διάδοση του ηλεκτρομαγνητικού σήματος εντός 
τους γίνεται ακαριαία. 
1 Ενδεικτικά αναφέρουμε ότι για την εκτίμηση της συμπεριφοράς των ημιαγωγών καταφεύγουμε σε 
εξισώσεις κβαντομηχανικής που έχουν πιθανοτική φύση. 
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1.3. ΝΟΜΟΙ KIRCHHOFF 3 
1.3 Ν ό μ ο ι Kirchhoff 
Οι δύο θεμελιώδεις νόμοι πάνω στους οποίους θα βασιστούμε για τον σχηματισμό του 
προβλήματός μας στη συνέχεια, είναι οι ο Νόμος-Ρευμάτων-Kirchhoff (ΝΡΚ) και ο 
Νόμος-Τάσεων-Kirchhoff (ΝΤΚ). Οι οποίοι απορρέουν από την αρχή διατήρησης του 
φορτίου και την αρχή διατήρησης της ηλεκτρικής ενέργειας, αντίστοιχα. 
1.3.1 Ν ό μ ο ς Τ ά σ ε ω ν 
Εάν θεωρήσουμε ένα συνδεδεμένο κύκλωμα n κόμβων, από τους οποίους αυθαίρετα 
επιλέγουμε έναν ως κόμβο αναφοράς (γείωση), όπως φαίνεται στο σχημα 1.1, τότε 
ορίζονται n-1 διαφορές δυναμικών. Του κάθε ένα εναπομείναντα κόμβου ως προς τον 
αυθαίρετα επιλεγμένο κόμβο αναφοράς. Ο νόμος ρευμάτων λέει, ότι η τάση μεταξύ 
οποιονδήποτε κόμβων θα ισούται με την διαφορά των τάσεων αυτών ως προς τη γείωση. 
Ν ό μ ο ς Τ ά σ ε ω ν Kirchhoff . Για κάθε συγκεντρωμένο συνδεδεμένο κύκλωμα, για 
οποιαδήποτε επιλογή γείωσης, για οποιοδήποτε ζευγάρι κόμβων k , j ισχύει 
Vk-j = Pk - Pj , (1.1) 
όπου vk-j η τάση από τον κόμβο k στον j και pk , pj οι τάσεις των κόμβων k και j ως 




Σχήμα 1.1: ΝΤΚ: (i) Επιλέγοντας αυθαίρετα έναν κόμβο αναφοράς ορίζουμε έμμεσα 
n-1 τάσεις Pi κόμβου i προς γείωση. (ii) Η τάση Vkj μεταξύ οποιονδήποτε δύο κόμβων 
i και j ισούται με pk — pj 
1.3.2 Ν ό μ ο ς Ρ ε υ μ ά τ ω ν 
Για την παρακάτω διατύπωση θεωρούμε ότι ένα ρεύμα i x που εισέρχεται στον κόσμο 
μπορεί να θεωρηθεί ως ένα ρεύμα — i x που εξέρχεται από αυτόν. 
Ν ό μ ο ς Ρ ε υ μ ά τ ω ν Kirchhoff . Για κάθε συγκεντρωμένο κύκλωμα, για οποια­
δήποτε γκαουσιανή επιφάνεια S , το αλγεβρικό άθροισμα των ρευμάτων που εξέρχονται 
από την S ισούται με μηδέν. Εάν SK μια τυχαία γκαουσιανή επιφάνεια, και Iyk το 
σύνολο των ρευμάτων που εξέρχονται από αυτή, τότε 
Σ i = 0 · (1.2) 
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Στην περίπτωση που η γκαουσιανή επιφάνεια επιλεγεί έτσι ώστε στο εσωτερικό 
της να περικλείεται μόνο ένας κόμβος, τότε η παραπάνω διατύπωση μετατρέπεται στην 
συνηθισμένη, κατά την οποία το αλγεβρικό άθροισμα των ρευμάτων που εξέρχονται 
από έναν κόμβο είναι μηδέν. 
Σχήμα 1.2: ΝΡΚ: Η S i περικλείει ένα κομμάτι του κυκλώματος ενώ οι S2 και S3  
περιορίζονται σε έναν μόνο κόμβο. 
Π ρ ό τ α σ η 1. Ο νόμος ρευμάτων του Kirchhoff παρέχει για ένα συνδεδεμένο κύκλωμα 
n κόμβων, n — 1 γραμμικώς ανεξάρτητες εξισώσεις. 
Απόδειξη. Αρχικά θα αποδείξουμε με εις άτοπο επαγωγή ότι οι n εξισώσεις είναι γραμ-
μικώς εξαρτημένες και στην συνέχει με την ίδια μέθοδο δα δείξουμε ότι οποιεσδήποτε 
k < n — 1 εξισώσεις είναι γραμμικώς ανεξάρτητες. 
Έστω i G sRm διάνυσμα που περιέχει όλα τα ρεύματα του κυκλώματος. Και έστω 
v j G sRn διάνυσμα σχετιζόμενο με τον κόμβο j τέτοιο ώστε 
ί
+ 1 αν το ρεύμα i k εξέρχεται από τον κόμβο j . 
— 1 αν το ρεύμα i k εισέρχεται στον κόμβο j . . 
0 ειδάλλως 
Τότε η εφαρμογή του ΝΡΚ στον κόμβο j μπορεί να γραφεί σαν ένα εσωτερικό γινόμενο 
των v j και i σύμφωνα με την ακόλουθη εξίσωση 
(vj, i) = 0 . 
Εάν τώρα εφαρμόσουμε τον ΝΡΚ σε όλους τους κόμβους θα καταλήξουμε με τις 
ακόλουθες n εξισώσεις 
κόμβος 1 (v i , i) = 0 , 
κόμβος 2 (v2, i) = 0 , 
κ ό μ β ο ς n - 1 ( v n - i , i ) = 0 ,  
κόμβος n (vn, i) = 0 . 
Προσθέτοντας τα πρώτα n — 1 διανύσματα vj θα πάρουμε ένα νέο διάνυσμα u 
n- i 
u = vk . 
k=1 
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Εάν y = u + v n , τότε το (y, i) θα περιγράφει το άθροισμα όλων των ρευμάτων 
του κυκλώματος και άρα θα πρέπει (y, i) = 0. Επειδή όμως αυτή η εξίσωση πρέπει 
να ισχύει για οποιοδήποτε i θα πρέπει y = 0. Αυτό όμως καθιστά τις n εξισώσεις 
γραμμικά εξαρτημένες αφού 
y = 0 
n— 1 
— v n = u = v k . 
k=1 
Δηλαδή ένας μη μηδενικός συνδυασμός των n — 1 εξισώσεων έδωσε ένα πολλαπλάσιο 
(-1) της n-στης . 
Έστω τώρα ότι επιλέγουμε k < n — 1 από τους κόμβους του κυκλώματος και άρα k 
από τις παραπάνω εξισώσεις. Συμβολίζουμε με Sk το σύνολο αυτών. Και υποθέτουμε 
ότι αυτές οι k είναι γραμμικώς εξαρτημένες, δηλαδή 
3z = 0, z e K k z(k)vk = 0 . 
Αφού όμως το κύκλωμά μας είναι συνδεδεμένο, θα υπάρχει τουλάχιστον ένα ρεύμα 
μεταξύ του συνόλου των κόμβων που επιλέξαμε και των υπολοίπων. Το ρεύμα αυτό θα 
είναι μοναδικό και θα εμφανίζεται μια μόνο φορά στο παραπάνω άθροισμα και επομένως 
δε θα μπορεί να μηδενιστεί από κάποιο άλλο. Συνεπώς το άθροισμα αυτό δεν μπορεί να 
είναι μηδέν, παρά μόνο όταν z = 0. Αρα οποιεσδήποτε k < n — 1 εξισώσεις ρευμάτων 
Kirchoff αν πάρουμε , θα είναι γραμμικά ανεξάρτητες. • 
Σ η μ ε ί ω σ η . Παρατηρούμε ότι οι δύο αυτοί νόμοι σχετίζονται αποκλειστικά με την 
τοπολογία του κυκλώματος. Δε μας ενδιαφέρουν οι χαρακτηριστικές των στοιχείων 
παρά μόνο η γνώση του ποιος ακροδέκτης ακουμπάει που. Για τον λόγο αυτό στην 
βιβλιογραφία οι νόμοι αυτοί αποκαλούνται τοπολογικοί περιορισμοί. 
1.4 Δ ι ά ν υ σ μ α α γ ν ώ σ τ ω ν x 
Η DC ανάλυση σημαίνει πρακτικά ένα πράγμα. Τον προσδιορισμό του δυναμικού κάθε 
κόμβου και του ρεύματος που διαρρέει κάθε ακροδέκτη. Ομαδοποιούμε όλους τους 
αγνώστους του κυκλώματος σε ένα διάνυσμα x ,σύμφωνα με την 1.3 και πλέον στόχος 
είναι ο προσδιορισμός αυτού του διανύσματος 
x = [ Vi V2 ··· Vn—1 
N ν ' 
δυναμικά κόμβων 
εκτός γείωσης 
Το διάνυσμα αυτό όπως θα δούμε στην συνέχεια θα αποτελείται από τα δυναμικά όλων 
των κόμβων (πλην αυτό της γείωσης), και από τα απροσδιόριστα ρεύματα που διαρρέουν 
τις πηγές τάσεις 2. Δηλαδή, για την 1.3 θα ισχύει, 
n = |κόμβοι| και m = |ανεξάρτητες πηγές τάσης| . 
2 Στις πηγές τάσεις συμπεριλαμβάνονται και τα μηδενισμένα πηνία 
ii i2 ^ . im ] . (1.3) 
ανεξάρτητα 
ρεύματα 
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Για την ώρα αρκεί να αντιμετωπίζουμε το x απλά ως ένα διάνυσμα που περιέχει όλους 
τους αγνώστους του κυκλώματος. Κάτι τέτοιο θα βοηθήσει στον συμβολισμό των 
επόμενων εξισώσεων. Ο πλήρης καθορισμός του, αν και δόθηκε εδώ θα γίνει κατανοη­
τός κατά την εξαγωγής της εξίσωσης του MNA προβλήματος. 
Τα στοιχεία αποτελούν μοντέλα των φυσικών συσκευών 3. Ένα στοιχείο δεν είναι 
τίποτα άλλο από ένα σύνολο σχέσεων i — v που χαρακτηρίζουν τη λειτουργία της 
αναπαριστάμενης συσκευής. Οι σχέσεις αυτές θα πρέπει να ικανοποιούνται πάντα, συ¬
νεπώς αποτελούν περιορισμούς που επιβάλλονται στο κύκλωμα. Κάθε στοιχείο εισάγει 
τόσους περιορισμούς όσους ακροδέκτες έχει πλην ενός 4 Ένα στοιχείο με Ν ακροδέκτες 
εισάγει Ν-1 περιορισμούς. 
Στην εργασία και κατ' επέκταση στο πρόγραμμά μας αντιμετωπίζουμε αποκλειστικά 
στοιχεία δύο και τριών ακροδεκτών. Και από αυτά περιοριζόμαστε σε ένα υποσύνο¬
λο τέτοιο ώστε τα ρεύματα των ακροδεκτών είναι συναρτήσεις των τάσεων του ίδιου 
στοιχείου. Μοναδική εξαίρεση αποτελεί η η ανεξάρτητη πηγή ρεύματος, όπου το ρεύμα 
είναι απροσδιόριστο. 
1.5.1 Σ τ ο ι χ ε ί α δύο α κ ρ ο δ ε κ τ ώ ν 
Έστω ένα στοιχείο δύο ακροδεκτών, σύμφωνα με το σχήμα 1.3 . Για το στοιχείο αυτό 
μπορούμε να δούμε δύο τάσεις και δύο ρεύματα. 
Σχήμα 1.3: Αν και διακρίνουμε δύο τάσεις και δύο ρεύματα, στην ουσία έχουμε μόνο 
ένα από το καθένα. 
I A k : Το ρεύμα που εξέρχεται από τον N k και εισέρχεται στο στοιχείο. 
3 Φυσική συσκευή θεωρούμε μια κατασκευάσιμη οντότητα η οποία βάσει των φυσικών, γεωμετρι­
κών, και χημικών της ιδιοτήτων παρουσιάζει συγκεκριμένη συμπεριφορά μεταξύ των ρευμάτων που 
διαρρέουν τους ακροδέκτες της και των δυναμικών που εμφανίζονται σε αυτούς. 
4 Αυτό είναι συνέπεια των νόμων του Kirchhoff. Κατά τους οποίους μεταξύ Ν κόμβων ορίζονται 
Ν-1 ανεξάρτητες τάσεις. Και σε έναν κόμβο όπου προσπίπτουν Ν ρεύματα, μόνο τα Ν-1 από αυτά 
μπορούν να είναι ανεξάρτητα. 
1.5 Σ τ ο ι χ ε ί α κ υ κ λ ώ μ α τ ο ς 
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I A j : Το ρεύμα που εξέρχεται από τον Nj και εισέρχεται στο στοιχείο. 
Vkj: Η τάση από τον κόμβο N k στον κόμβο Nj . 
Vjk: Η τάση από τον κόμβο Nj στον κόμβο N k . 
Από την 1.2 ,για την επιφάνεια S που περικλείει το στοιχείο έχουμε, 
IAk + IAJ = 0 = —IAj 
και από την 1.1 για τους κόμβους Nk και Nj έχουμε, 
Vkj = Pk — Pj = — P k ) = —Vjk • 
Αρα ουσιαστικά οι ποσότητες που σχετίζονται με ένα στοιχείο δύο ακροδεκτών 
είναι δύο και όχι τέσσερις. Επιλέγουμε αυθαίρετα έναν κόμβο εκ των δύο ως θετικό 
και πλέον η τάση VA του στοιχείου θα θεωρείται αυτή από τον θετικό προς τον αρνητικό 
κόμβο. Σύμφωνα με αυτό, το ρεύμα I A του στοιχείου θα θεωρείται αυτό από τον θετικό 









Σχήμα 1.4: Επιλέγουμε αυθαίρετα έναν κόμβο ως θετικό, έτσι η τάση του στοιχείο θα 
είναι η τάση από τον θετικό προς τον αρνητικό(αυτός που έμεινε) και το ρεύμα θα είναι 
αυτό από τον θετικό κόμβο προς το στοιχείο. 
Για κάθε στοιχείο υπάρχει μια σχέση μεταξύ του ρεύματος και της τάσης του. 
R A { ( « , Z ) : / A ( M ) = 0 } (1.4) 
Η fA αποκαλείται χαρακτηριστική του στοιχείου. Ανάλογα με την μορφή της fA  
διακρίνουμε τις ακόλουθες κατηγορίες. 
Π α θ η τ ι κ ό ε ξ α ρ τ ώ μ ε ν ο από ρ ε ύ μ α 
R A { : IA = fA(u) } (1.5) 
Π α θ η τ ι κ ό ε ξ α ρ τ ώ μ ε ν ο από ρ ε ύ μ α 
R A { : UA = fA(i) } (1.6) 
Ε ν ε ρ γ ό με α π ρ ο σ δ ι ό ρ ι σ τ ο ρ ε ύ μ α 
R A { (U, i) : UA = VSA } (1.7) 
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Ε ν ε ρ γ ό με απροσδιόρ ιστη τάση 
RA{ (u,i) : iA = ISA } (1.8) 
Εφόσον η τάση ενός στοιχείου δεν είναι τίποτε άλλο από την διαφορά των δυναμικών 
των ακροδεκτών του, και αφού το διάνυσμα αγνώστων x της 1.3 περιλαμβάνει τα 
δυναμικά όλων των κόμβων τότε μπορούμε να γράψουμε το ρεύμα ενός παθητικού 
στοιχείο εξαρτώμενο από τάση στην εξής μορφή 
i A = / A ( X ) . (1.9) 
Επιπλέον εάν θεωρήσουμε ότι μια σταθερή συνάρτηση μπορεί να γραφεί ως συνάρ­
τηση οποιωνδήποτε μεταβλητών, όπου όλες πολλαπλασιάζονται με μηδέν, δηλαδή, 
/x(Xl,X2, . . . ,Xn) = 0Χι + 0X2 + + 0xn + C 
τότε οι χαρακτηριστικές των ενεργών στοιχείων μετατρέπονται στις ακόλουθες: 
i A = / A (x) = ISA , (1.10) 
UA = /A(X) = VSA . (1.11) 
Θα μπορούσαμε να συνεχίσουμε την ανάλυση και για τα παθητικά στοιχεία εξαρ¬
τώμενα από ρεύμα. Επειδή όμως δεν θα χρησιμοποιήσουμε τέτοια, σταματάμε εδώ. 
Σ η μ ε ί ω σ η . Όλα τα παθητικά στοιχεία από εδώ και στο εξής θα θεωρούνται εξαρ­
τώμενα από τάση. 
1.5.2 Σ τ ο ι χ ε ί α τρ ιών α κ ρ ο δ ε κ τ ώ ν 
Έστω ένα στοιχείο τριών ακροδεκτών όπως απεικονίζεται στο σχήμα 1.5. Για το 
στοιχείο αυτό έχουμε τρία ρεύματα, ( Ι α , I b , Ic) και τρεις τάσεις (Vab, Vac, V>c). Βάσει των 
νόμων του Kirchhoff μόνο δύο ρεύματα και δύο τάσεις είναι γραμμικώς ανεξάρτητες. 
Vab 
Σχήμα 1.5: Στοιχείο τριών ακροδεκτών, συνολικά τρία ρεύματα και τρεις τάσεις, όμως 
δύο από κάθε κατηγορία είναι γραμμικώς ανεξάρτητα. Όλα τα ρεύματα επιλέγονται με 
φορά προς τα μέσα. 
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Ένα τέτοιο στοιχείο θα περιγράφεται από δύο σχέσεις 
RT 1 { (Uab , Uac , ia , ib) , /τΐ (Uab , Uac , ia , ifo) = 0 } , (1.12) 
RT2{ (Uab , Uac , ia , ib) , /T2(Uab , Uac , ia , ib) = 0 } . (1.13) 
Όπως και στην περίπτωση των στοιχείων με δύο ακροδέκτες, ανάλογα με τη μορφή 
των συναρτήσεων / τ ι και /τ2 καθορίζεται συμπεριφορά του. Θα μπορούσαμε εδώ 
να διακρίνουμε όλους τους δυνατούς συνδυασμούς των συναρτήσεων αυτών, όμως θα 
επικεντρωθούμε μόνο στην κατηγορία που μεταχειριζόμαστε στο πρόγραμμά μας. Αυτή 
η κατηγορία χαρακτηρίζεται από τις ακόλουθες εξισώσεις 
ia = /Ta ( Uab , Ubc ) , (1.14) 
ib = fTb ( Uab , Ubc ) • (1.15) 
Δηλαδή εστιάζουμε στα στοιχεία των οποίων τα ρεύματα είναι συναρτήσεις των τάσεων 
και μόνο. Διασπώντας τώρα την τάση σε διαφορά δυναμικών, και χρησιμοποιώντας το 
διάνυσμα αγνώστων x της 1.3 μπορούμε να ξαναγράψουμε τις εξισώσεις του στοιχείου 
ως εξής 
ia = fTa( va , vb , Vc ) ή ia = fTa(x) , 
ic = -(ia + ib) ic = /TC( Va , Vb , Vc ) ή ic = /TC(X) • (1.18) 
Όπου τα va, vb, vc είναι τα δυναμικά των κόμβων Na, Nb, Nc αντίστοιχα. 
Σ η μ ε ί ω σ η . Όλα τα στοιχεία τριών ακροδεκτών από εδώ και στο εξής θα θεωρούνται 
εξαρτώμενα από τάση. 
1.6 Π ί ν α κ α ς π ρ ό σ π τ ω σ η ς 
Βάσει όλων όσων έχουμε πει, ένα στοιχείο δύο ακροδεκτών συνδέει δύο κόμβους με 
ένα ρεύμα. Και ομοίως ένα στοιχείο τριών ακροδεκτών συνδέει 3 κόμβους με δύο 
ρεύματα. Συνεπώς, μπορούμε να δούμε ένα κύκλωμα σαν ένα κατευθυνόμενο γράφο, 
όπου οι κορυφές θα αντιστοιχούν στους κόμβους και οι ακμές στα ρεύματα. Συνεπώς 
μπορούμε να αντικαταστήσουμε τα στοιχεία με τους ισοδύναμους γράφους τους, όπως 
στο σχήμα 1.6. 
Στην περίπτωση των τριών ακροδεκτών έχουμε τέσσερις επικογές. Εάν επιλέξουμε 
να κρατήσουμε μόνο τα ανεξάρτητα ρεύματα τότε ο γράφος μπορεί να πάρει μια εκ 
των τριών μορφών που φαίνονται δεξιά στο σχήμα 1.6, ανάλογα με το ποια ρεύματα 
θα επιλέξουμε. Υπάρχει και η δεύτερη περίπτωση όπου θεωρούμε το στοιχείο ως έναν 
υπερκόμβο και έτσι κρατάμε και τα τρία ρεύματα στο γράφημα. Αυτό φαίνεται στη κάτω 
μεριά του σχήματος 1.6. 
Σε κάθε ακμή προσδίδεται η συνάρτηση που δίνει το ρεύμα που την διαρρέει. Ετσι 
το κύκλωμα μπορεί να αντικατασταθεί με ένα συνεκτικό κατευθυνόμενο γράφο. 
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Σχήμα 1.6: Στην περίπτωση των τριών ακροδεκτών έχουμε παραπάνω από μια επιλογή 
ισοδύναμου γράφου. 
Για έναν κατευθυνόμενο γράφο πίνακας πρόσπτωσης ορίζεται ο πίνακας A διάστα­
σης N χ M, όπου N είναι το πλήθος κορυφών και M το πλήθος των ακμών. Η κάθε 
στήλη του πίνακα αντιστοιχεί σε μια ακμή και ισχύει 
{ +1, εάν η ακμή j ξεκινάει από την κορυφή i — 1, εάν η αμή j καταλήγει στην κορυφή i • 0, στις υπόλοιπες περιπτώσεις 
Συνεπώς, ένας πίνακας πρόσπτωσης μπορεί να κρατήσει όλη την πληροφορία για την 
συνδεσμολογία ενός κυκλώματος. 
1.7 Τ ρ ο π ο π ο ι η μ έ ν η Μ έ θ ο δ ο ς Κ ό μ β ω ν , 
(Modif ied Nodal Ana ly s i s ,MNA) 
Παρουσιάζουμε τώρα την τροποποιημένη μέθοδο κόμβων (MNA, Modified Nodal Anal­
ysis ) που αποτελεί το κύριο τρόπο με τον οποίο μετατρέπουμε ένα κύκλωμα σε ένα 
μαθηματικό πρόβλημα. Υποθέτουμε κύκλωμα με N κόμβους αποτελούμενο αποκλει-
σ τικά από ανεξάρτητες πηγές και σ τοιχεία των οποίων τα ρεύματα είναι συναρτήσεις 
τάσεων, σύμφωνα με τις 1.9 , 1.10 , 1.16 , 1.17 , 1.18. Από τον ΝΡΚ έχουμε N — 1 
γραμμικώς ανεξάρτητες εξισώσεις που εξισώνουν τα ρεύματα κάθε κόμβου. Αντικαθι¬
στώντας κάθε ρεύμα με την εξίσωση του στοιχείου του, οι εξισώσεις αυτές θα κατα¬
λήξουν να περιέχουν μονάχα συναρτήσεις τάσεων, ρεύματα τα οποία είναι ανεξάρτητα 
(απροσδιόριστα) προερχόμενα από τις πηγές τάσης, και σταθερά ρεύματα (σταθερούς 
γνωστούς όρους) προερχόμενα από πηγές ρεύματος. 
Στην φάση αυτή έχουμε N — 1 εξισώσεις, N άγνωστες τάσεις και V άγνωστα 
ρεύματα, όπου V ο αριθμός των πηγών τάσης. Από τον ΝΤΚ οι N τάσεις είναι 
γραμμικά εξαρτημένες. Επιλέγουμε ένα κόμβο ως γείωση, του οποίου το δυναμικό 
θα είναι πλέον γνωστό και ίσο με μηδέν, και έτσι καταλήγουμε σε N — 1 άγνωστα 
γραμμικώς ανεξάρτητα δυναμικά. 
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Ξανακοιτώντας το πρόβλημα έχουμε, N —1 εξισώσεις που περιέχουν N —1 άγνωστα 
δυναμικά και " άγνωστα ρεύματα. Για να γίνει επιλύσιμο χρειάζονται V περιορισμοί 
ακόμα. Τους περιορισμούς αυτούς τους παίρνουμε από τις χαρακτηριστικές των πηγών 
τάσης. Αρα καταλήγουμε σε N — 1 + V εξισώσεις επί N — 1 + V αγνώστων. Οι 
άγνωστοι αυτοί θα είναι τα δυναμικά των κόμβων πλην αυτό της γείωσης (αυτό πλέον 
είναι γνωστό, ισούται με μηδέν) και τα ρεύματα των πηγών τάσης. Τώρα δικαιολογείται 
η εσωτερική δομή του διανύσματος αγνώστων της 1.3. 
Αναλυτικότερα, όπως δείξαμε σε προηγούμενη ενότητα , βάσει των 1.16 1.17 1.18 
1.9 , κάθε ρεύμα του κυκλώματος - εκτός αυτών των πηγών τάσης - μπορεί να γραφεί 
στη μορφή 
ik = gk (x) 
όπου η gk καθορίζεται από το στοιχείο στο οποίο εισέρχεται ή από το οποίο εξέρχεται 
το ρεύμα. Όπως φαίνεται και στο σχήμα 1.7, για κάθε κόμβο Y, ορίζουμε τρία σύνολα 
SYa SYb και SY ως εξής 
SYa: Το σύνολο των ρευμάτων που 'προσπίπτουν' Y και δεν προέρχονται από πηγές 
τάσης. 
SYb: Το σύνολο των ρευμάτων που 'πορσπίπτουν' στον Y και προέρχονται από 
πηγές τάσης. 
SY: Το σύνολο όλων των ρευμάτων που 'προσπίπτουν' στον Y, δηλαδή SY = 
Σχήμα 1.7: Για έναν τυχαίο κόμβο Y του κυκλώματος ορίζουμε SYa το σύνολο των 
εξαρτημένων και γνωστών ρευμάτων, SYb το σύνολο των ανεξάρτητων ρευμάτων, SY  
το σύνολο όλων των ρευμάτων. 
Εφαρμόζοντας τον ΝΡΚ στον Y έχουμε και κάνοντας κάποιες αντικαταστάσεις 
μπορούμε να γράψουμε την εξίσωση ρευμάτων για έναν κόμβο j σαν μια συνάρτηση 
του x. 
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ΝΡΚ στον Y Σ ij 
ij € Sy 
Σ ij + Σ ij 










Στην 1.20 αντικαθιστούμε το κάθε ρεύμα του συνόλου SYa με την αντίστοιχη εξίσω¬
ση του στοιχείου που το παράγει σύμφωνα με την 1.9 και 1.10. Το δεύτερο άθροισμα, 
για να γίνει πιο ευδιάκριτη η τελευταία συνεπαγωγή, γράφτηκε σαν εσωτερικό γινόμενο 
του x με ένα διάνυσμα ν , το οποίο επιλέγει απλά τα ρεύματα του x τα οποία ανήκουν 
στο σύνολο SYb. 
Επαναλαμβάνοντας για τους υπόλοιπους N — 2 κόμβους και παραθέτοντας τις εξι­
σώσει των πηγών τάσης σύμφωνα με την 1.11 έχουμε τις ακόλουθες εξισώσεις: 
κόμβος 1 
κόμβος 2 
κόμβος N 1 
f i (x) 
f2(x) 
fN - l ( x ) 
0 
0 
πηγή τάσης 1 
πηγή τάσης 2 
fVs1
 ( x )  
fVs2 ( x ) 
0 
0 









Οι οποίες αποτελούν ένα σύστημα από N — 1 + V γραμμικώς ανεξάρτητες εξισώσεις 
επί N — 1 + V αγνώστους. Το σύστημα αυτό πλέον είναι επιλύσιμο και το γράφουμε 
συνοπτικά στην ακόλουθη μορφή 
F(x = 0) (1.31) 
όπου το F είναι ένα διάνυσμα συναρτήσεων του x. Το μέγεθος του διανύσματος είναι 
M ,με M = V — 1 + V, η οποία είναι και η τάξη του προβλήματός μας. Η 1.31 είναι 
η εξίσωση που περιγράφει το κύκλωμά μας και η λύση της οποίας θα δώσει όλες τις 
άγνωστες τιμές που ζητάμε. 
1.7.1 Γραμμική περ ίπτωση 
Εάν όλα τα στοιχεία του κυκλώματος θεωρηθούν γραμμικά5 , τότε κάθε συνάρτηση 
της 1.31 θα είναι γραμμική, ως άθροισμα γραμμικών συναρτήσεων, και άρα κάθε fj της 
5 Σ τ η ν ουσία τα στοιχεία θεωρούνται αφινικά με την αυστηρή έννοια της γραμμικότητας. 
0 
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F θα έχει γενική μορφή 
fj (x) = αλχχ + CL2X2 + + amxm + Cj . 
Αντικαθιστώντας κάθε συνάρτηση της F με την γραμμική της μορφή, η F μετατρέπεται 
σε ένα γραμμικό σύστημα M εξισώσεων και M αγνώστων το οποίο μπορεί να γραφεί 
ως 
G x = r , G e R M x M , x, r e RM , (1.32) 
η οποία είναι και η συνήθη εξίσωση για τη γραμμική περίπτωση της τροποποιημένης 
μεθόδου κόμβων. 
1.7.2 Γεν ική περ ίπτωση 
Εάν έχουμε τόσο γραμμικά όσο και μη-γραμμικά στοιχεία, κάτι που είναι και το θέμα 
που εξετάζουμε, τότε η fj μπορεί να διαχωριστεί σε ένα γραμμικό και σε ένα μή-
γραμμικό κομμάτι. Κατ' αυτόν τον τρόπο γράφουμε την fj με τον παρακάτω τρόπο. 
fj (x) = αιΧι + (Ϊ2Χ2 + + amXm + Cj + gji(x) + gj2(x) + + gjk (x) 
γραμμικό μέρος μη-γραμμικό μέρος 
'Οπου gji είναι το iστο ρεύμα του κόμβου j το οποίο προέρχεται από μη-γραμμικό 
στοιχείο. 
Αναλύοντας όλες τις fj κατ άυτόν τον τρόπο, η F παίρνει την ακόλουθη μορφή 









Σχήμα 1.8: Δομή προβλήματος MNA. 
όπου 
G: Πίνακας σταθερών όρων διάστασης M χ M. 
H: Πίνακας διάστασης M χ M όπου ο πάνω αριστερός υποπίνακας H e SRN-1'K  
είναι πίνακας πρόσπτωσης με K το πλήθος των μη-γραμμικών ρευμάτων. 
x: Το διάνυσμα αγνώστων, διάστασης M. 'Εχει στις πρώτες N — 1 θέσεις τα 
άγνωστα δυναμικά των κόμβων και στις υπόλοιπες M — N + 1 τα ανεξάρτητα 
ρεύματα που διαρρέουν τις πηγές τάσης. 
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g: Διάνυσμα μη-γραμμικών συναρτήσεων, διάστασης M, όπου στις πρώτες K 
θέσεις βρίσκονται τα ρεύματα που προέρχονται από μη-γραμμικά στοιχεία, αν-
τικατεστημένα από την συνάρτηση που τα παράγει. Οι υπόλοιπες M — K 
θέσεις είναι μηδενικές. 
r: Διάνυσμα σταθερών όρων διάστασης M. Κρατάει τις συνεισφορές των πηγών 
του κυκλώματος. 
Η 1.33 , η επίλυσή της και κυρίως η μη-γραμμική της φύση, είναι τα θέματα που θα 
εξετάσουμε στα επόμενα κεφάλαια. 
1.8 Ε λ ά χ ι σ τ ο β α σ ι κ ό σ ύ ν ο λ ο σ τ ο ι χ ε ί ω ν 
Μέχρι τώρα σκοπίμως δεν κάναμε καμία αναφορά για τα ποια είναι τα επακριβή στοιχεία 
τα οποία θα χρησιμοποιήσουμε. Αναφέραμε μόνο τους απαραίτητους περιορισμούς για 
την εξαγωγή της εξίσωσης 1.33, δηλαδή ότι θέλουμε στοιχεία δύο και τριών ακροδε¬
κτών και ότι τα ρεύματά τους θα πρέπει να είναι συναρτήσεις των τάσεων και μόνο. 
Δεν ασχοληθήκαμε όμως με τον ακριβή καθορισμό των χαρακτηριστικών. 
Αυτό έγινε για να φανεί η γενική φύση της μεθόδου ΜΝΑ. Θέλαμε να δείξουμε 
την λογική με την οποία σκεπτόμαστε και σχηματίζουμε το πρόβλημα, ανεξάρτητα αν 
τα στοιχεία είναι γραμμικά η όχι, ή αν η χαρακτηριστική τους είναι απλή ή σύνθετη. Η 
εξέταση των χαρακτηριστικών μπορεί να γίνει σε δεύτερο στάδιο. Οι χαρακτηριστικές 
των στοιχείων εξάλλου αποτελούν μοντέλα της συμπεριφοράς του. Για το ίδιο στοιχείο 
μπορεί να έχουμε μοντέλα διαφορετικής ακρίβειας. Η λογική όμως της λύσης δεν πρέπει 
να είναι συνδεδεμένη με συγκεκριμένες συναρτήσεις αλλά γενική καλύπτοντας όλες τις 
περιπτώσεις. 
Τα στοιχεία που διαβάζει το πρόγραμμά μας, και συνεπώς αυτά από τα οποία θα 
θεωρούμε ότι αποτελούνται τα κυκλώματα από εδώ και στο εξής φαίνονται στο σχήμα 
1.9. 
+ + " + + + C D 
(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) 
Σχήμα 1.9: Το σύνολο των στοιχείων που χρησιμοποιούμε. (1)Αντίσταση, (2)Πηγή 
τάσης, (3)Πηγή ρεύματος, (4)Πυκνωτής, (5)Πηνίο, (6)Δίοδος, (7)BJT, (8)MOSFET 
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Για τα στοιχεία αυτά χρησιμοποιούμε τις ακόλουθες χαρακτηριστικές. 
15 









i = G(u) όπου G = R 
u = Vs με Vs σταθερή τιμή 
i = I s με I s σταθερή τιμή 
dc . „ —> i = 0 
v = 0 
i(t) 
u(t) = L | i(t) —> 
i = I s (e n V t — 1) 
ie = aRISR ( e n V t 
( Ybe 
ic = aFISF ( e n V t 
I S F e n V t — 1 










•VT ) Vds — 2 Vi) 
VT)2 (1 + XVds) 
V9s < VT 
0 < Vds < Vgs — VT 
0 < Vgs — VT < Vds 
0 
0 
Αν και το σύνολο αυτό με μια πρώτη ματιά μπορεί να φανεί μικρό και δεσμευτικό 
ως προς τα κυκλώματα που μπορεί να περιγράψει, στην πραγματικότητα είναι άκρως 
επαρκές. Ανταποκρίνεται σε όλα τα κατασκευάσιμα στοιχεία, τουλάχιστον για ένα 
ολοκληρωμένο κύκλωμα. Τα υπόλοιπα στοιχεία που δεν βρίσκονται σε αυτά που ανα¬
φέραμε, είτε είναι καμουφλαρισμένες διατάξεις των βασικών αυτών ως μία μονάδα (πχ. 
τελεστικός ενισχυτής), είτε είναι εικονικά στοιχεία για την μοντελοποίηση των τραν-
ζίστορ(πχ. εξαρτημένες πηγές), είτε τα ίδια αυτά με αλλαγμένες χαρακτηριστικές, είτε 
δε μας ενδιαφέρουν (πχ. μετασχηματιστές) γιατί δεν συναντώνται στα ολοκληρωμένα 
κυκλώματα. Συνεπώς το σύνολο αυτό των στοιχείων είναι επαρκές. 
6 Τ ο MOSFET εδώ παρουσιάζεται ως στοιχείο τεσσάρων ακροδεκτών. Επειδή όμως ο τέταρτος 
ακροδέκτης προς το υπόστρωμα δεν διαρρέεται από ρεύμα μπορούμε να τον αντιμετωπίζουμε σαν 
στοιχείο τριών ακροδεκτών. Ο ακροδέκτης αυτός θα μπορούσε να αγνοηθεί, το λαμβάνουμε υπόψιν 
όμως για ακριβέστερο υπολογισμό της τάσης κατωφλίου, λόγο της επίδρασης σώματος. 
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Κεφάλαιο 2 
Newton-Raphson 
Στο κεφάλαιο αυτό θα παρουσιάσουμε την μέθοδο του Νεύτωνα, γνωστή και ως 
(Newton-Raphsons,NR). Η μέθοδος αυτή είναι ο κύριος τρόπος επίλυσης μη-γραμμικών 
εξισώσεων, και από την στιγμή που αποτελεί την καρδιά του προγράμματός μας θα την 
αναλύσουμε κάπως αναλυτικότερα. 
Θα αρχίσουμε από την περίπτωση της μίας διάστασης και εν συνεχεία θα επεκτα¬
θούμε σε πολυδιάστατους χώρους. Στην συνέχεια θα δείξουμε πως εφαρμόζεται η 
μέθοδος αυτή στο πρόβλημα MNA που έχουμε και πως υλοποιείται στην πράξη. Εν 
τέλει θα δώσουμε την κεντρική ιδέα του αλγόριθμου που χρησιμοποιούμε. Και αυτό 
διότι ο αλγόριθμος σε αυτή τη μορφή έχει πολλά προβλήματα τα οποία θα λύσουμε στο 
επόμενη κεφάλαιο. 
Το κεφάλαιο αυτό είναι βασισμένο στις παρακάτω αναφορές [11] , [9] , [13] [4]. 
2.1 Μ έ θ ο δ ο ς Newton-Raphson,(NR) 
Για τη γενική περίπτωση των μη-γραμμικών εξισώσεων δεν υπάρχει αναλυτική μέθοδος 
που να εγγυάται εύρεση της λύσης σε προκαθορισμένο αριθμό βημάτων. Ακόμα και για 
τις πολυωνυμικές εξισώσεις που είναι η απλούστερη μορφή μη-γραμμικών έχει αποδει¬
χτεί από τον Abel 1 ότι δεν υπάρχει αναλυτική μορφή για τις λύσης βαθμού μεγαλύτερου 
του τέσσερα. Η τεχνικές που χρησιμοποιούμε είναι επί τω πλείστο ευρετικές. 
Η γενική ιδέα είναι να χρησιμοποιήσουμε όλη την πληροφορία που είναι διαθέσιμη 
από την φύση του προβλήματος ώστε να μπορέσουμε να προσδιορίσουμε που περίπου 
βρίσκεται (ή που δεν βρίσκεται) η λύση, εφαρμόζοντας θεωρήματα ύπαρξης και μοναδι¬
κότητας. Και μετέπειτα κάνοντας διάφορες δοκιμές να την προσεγγίσουμε όσο γίνεται 
ακριβέστερα. 
2.1.1 Newton-Raphson στη μια δ ιάσταση 
Έστω η παρακάτω εξίσωση 
f (X) = 0 (2.1) 
1 Θεώρημα Abel-Ruffini, 1824 
17 
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όπου η f είναι μια μη-γραμμική συνάρτηση. Δεν υπάρχει άμεσος τρόπος που να δίνει 
την λύση της και άρα θα πρέπει να την βρούμε ψάχνοντας. Δεδομένου ότι η f έχει λύση, 
την οποία θα συμβολίσουμε με x*, και λόγω του ότι η f είναι συνεχής συνάρτηση μίας 
μεταβλητής μπορούμε να προσδιορίσουμε ένα διάστημα [a, b] στο οποίο θα βρίσκεται η 
λύση. 2 (Στην πολυδιάστατη περίπτωση κάτι τέτοιο δεν είναι εφικτό.) 
Αφού ξέρουμε ότι η λύση βρίσκεται σε ένα διάστημα στόχος μας είναι να την προ­
σεγγίσουμε γρήγορα. Ο μόνος τρόπος είναι να ελέγχουμε διάφορες τιμές μέχρι να 
βρούμε τη λύση. Μια ιδέα είναι να ξεκινήσουμε από το ένα άκρο του διαστήματος και 
να ελέγχουμε διαδοχικά όλους τους αριθμούς μέχρι να βρούμε αυτόν που θα ικανοποιεί 
την 2.1. Μια τέτοια πρόταση όχι μόνο είναι αφελής αλλά και ανέφικτη αφού το σύνολο 
των αριθμών σε ένα οποιοδήποτε μη μηδενικό διάστημα είναι άπειρο. 
Συνεπώς χρειαζόμαστε ένα κριτήριο σύμφωνα με το οποίο θα επιλέγεται κάθε υπο­
ψήφια λύση. Κύριος γνώμονας θα είναι η νέα τιμή να είναι καλύτερη από την προηγο¬
ύμενη, δηλαδή 
lf(xfc+i)| < If(xk)| . 
Έστω xo η πρώτη τιμή που εξετάζουμε, την οποία την επιλέγουμε τυχαία, και έστω 
ότι αυτή δεν λύνει την 2.1 f (X 0 ) = 0. Τότε ποια θα είναι η επόμενη υποψήφια· 
Εστω xi η τιμή αυτή. Τίποτα δε μας απαγορεύει να την γράψουμε ως μια μετατόπιση 
της xo, 
x1 = xo + Δ x . (2.2) 
Τώρα ο προσδιορισμός της x1 είναι ισοδύναμος με τον προσδιορισμό του Δx. Ανα­
πτύσσοντας την f κατά Taylor κοντά στο xo έχουμε 
f (xo + Δx) = f (xo) + f ( x o ^ x + 1 /"(ξ^2 , (2.3) 
όπου το ξ πρέπει να βρίσκεται ενδιάμεσα των xo και x 1 . Για να συμβαίνει αυτό 
πρέπει να υπάρχει η f ' ' ' σε όλο το διάστημα. Δεχόμενοι ότι η /"' υπάρχει και ότι ο 
τρίτος όρος της 2.3 είναι αρκετά μικρός ώστε να αγνοηθεί, έχουμε 
f (xo + Δx) « f (xo) + f ' (xo)Δx = 4 (2.4) 
f (x i ) « f (xo) + f'(xo)Δx . (2.5) 
Εφόσον αυτό που επιζητούμε από την x1 είναι να λύνει την 2.1 , κάνοντας αυτήν την 
υπόθεση παίρνουμε 
f ( x i ) = 0 =4 
f (xo) + f'(xo^x = 0 ^ = = 4 
f (X0) 
f '(xo) 
και πλέον με υπολογισμένο το Δ x από την 2.2 καταλήγουμε στην 
xi=xo—f\h, ( 2 . 6 ) 
η οποία είναι και η κλασική σχέση της Newton-Raphson. 
2 'Ενας τρόπος είναι η εφαρμογή του θεωρήματος Bolzano (μέθοδος διχοτόμησης) σε διάφορα 
διαστήματα. 
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Η 2.6 αποτελεί τον κανόνα σύμφωνα με τον οποίο επιλέγεται η επόμενη υποψήφια 
λύση βάσει της προηγούμενης. Χρησιμοποιώντας αυτό το κριτήριο εξετάζουμε νέες 
τιμές μέχρι κάποια να μας ικανοποιεί. 
Αν και η μέθοδος αυτή είναι απλή, εύκολη και γρήγορη 3 δεν εγγυάται πάντοτε λύση. 
Ήδη υποθέσαμε ότι η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και ότι η δεύτερη παράγωγος 
δεν μηδενίζεται. Επίσης υποθέσαμε ότι η αρχική μας τιμή ήταν κοντά στη λύση. Το 
να καταφέρουμε να ικανοποιήσουμε όλες αυτές τις υποθέσεις δεν είναι κάτι εύκολο. 
Μια συνθήκη πάντως που εγγυάται σύγκληση είναι η f να είναι συστολή, που σημαίνει 
συνεχής κατά Lipschitz με σταθερά κατ' απόλυτη τιμή μικρότερη του 1. Δηλαδή για 
ένα διάστημα D θα πρέπει να υπάρχει σταθερά 0 > L < 1 τέτοια ώστε 
I f (X) — f ( y ) l < L |x — yl ,Vx,y e D. 
Με άλλα λόγια θα πρέπει ο ρυθμός με τον οποίο μεταβάλλεται η f να φράσσεται από μια 
σταθερά L, και στην περίπτωση που L < 1 καθώς το x πλησιάζει το y, f (X) πλησιάζει 
πιο γρήγορα το f (y). 
Η γραφική αναπαράσταση της μεθόδου, η οποία ενδείκνυνται για την περίπτωση 
της μια διάστασης φαίνεται στο σχήμα 2.1. 
Σχήμα 2.1: Ξεκινώντας από ένα τυχαίο σημείο κοντά στη λύση, βρίσκουμε την εφαπτο­
μένη της f στο σημείο αυτό και την χρησιμοποιούμε ώστε να υπολογίσουμε το επόμενο. 
Επαναλαμβάνουμε έως ότου να φτάσουμε αρκετά κοντά στην πραγματική λύση x*. 
Παρατηρούμε ότι στην ουσία η μέθοδος του Νεύτωνα δεν είναι τίποτα άλλο από 
σταδιακές διακριτοποιήσεις της f. Σε κάθε επανάληψη βρίσκουμε την γραμμική προ¬
σέγγιση και χρησιμοποιούμε αυτήν. 
2.1.2 Newton-Raphson σε πολλές δ ιαστάσε ι ς 
Η εξέταση της NR για μια μεταβλητή ήταν απλώς ένας προθάλαμος για την πολυ¬
διάστατη περίπτωση η οποία και μας ενδιαφέρει. Ξεκινάμε θεωρώντας το ακόλουθο 
3 'Εχε ι τοπική τετραγωνική σύγκληση, δηλαδή το πλήθος των σωστών ψηφίων διπλασιάζεται πε­
ρίπου με κάθε επανάληψη. 
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σύστημα n μη-γραμμικών εξισώσεων επί n αγνώστων 
f 1 ( x 1 , x2 , • • • , x n ) 0 
0 
fn( x 1 , x2 , ^ ^ ^ , x n ) 0 , 
το οποίο γράφουμε στην ακόλουθη συνοπτική μορφή 
F(x) = 0 
όπου F είναι διάνυσμα των f συναρτήσεων, και x οι άγνωστοι. 
Παρατηρώντας την 2.6 και διατάσσοντάς την διαφορετικά έχουμε 
(2.7) 
x k + 1 x k f' (xk)-1f(xk) 
Για την επέκταση αυτής στις n αυτό που θέλουμε είναι το αντίστοιχο της αντίστρο¬
φης παραγώγου στον n-διάστατο χώρο. Το οποίο είναι ο αντίστροφος Ιακωβιανός 
(Jacobian) πίνακας. Ο Ιακωβιανός πίνακας για μια διανυσματική συνάρτηση n μετα¬
βλητών ορίζεται σύμφωνα με την 2.8. 
J F = V F 
dfi dfi-
dx\ dx\ ' ' ' dx„ 
df2 df2 df2 
dxi dx„ 
dfn 
-9xi dxi ' ' ' 
(2.8) 
Χρησιμοποιώντας τώρα την 2.8, η NR για την πολυδιάστατη περίπτωση μπορεί να 
γραφεί ως 
xk+1 = xk — J F ( x k ) - 1 F ( x k ) , (2.9) 
με σκοπό για κάθε νέο διάνυσμα x k + 1 να είναι καλύτερο από το προηγούμενο, δηλαδή 
| |F(xk+1)| | < | |F (xk) | • 
Στην ουσία αυτό που κάνουμε με την χρήση του J F είναι να βρούμε την γραμμικής 
προσέγγισης κάθε f γύρο από ένα σημείο x k , ώστε να μετατρέψουμε το πρόβλημα σε 
γραμμικό. 
2.2 Ε φ α ρ μ ο γ ή τ η ς Newton-Raphson σ τ ο M N A 
Επιστρέφουμε τώρα στην τελική εξίσωση 1.33 του κεφαλαίου 1 την οποία και ξανα¬
γράφουμε 
F(x) = G x + Hg(x) = r . 
Ενας τρόπος να λύσουμε αυτό το σύστημα είναι να εφαρμόσουμε την NR στην F . 
Αυτό απαιτεί τον υπολογισμό του J - 1 σε κάθε βήμα. Αυτή η διαδικασία όμως είναι 
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κοστοβόρα και δεν χρησιμοποιείται στην πράξη. Αυτό που κάνουμε είναι να γραμμι-
κοποίηση κάθε μη-γραμμικού στοιχείου ξεχωριστά και μετέπειτα ο σχηματισμός ενός 
γραμμικού συστήματος, το οποίο και θα λύνουμε. Εάν στην 1.33 αντικαταστήσουμε 
το g τις αφινικές προσεγγίσεις κάθε μη-γραμμικού στοιχείου, τότε ο όρος Hg(x) θα 
μετατραπεί σε ένα άθροισμα B x + c με B e RM'M, c e RM. Έτσι η 1.33 θα μετατραπεί 
σε ένα πλήρες γραμμικό σύστημα. 
Αναλυτικότερα, 
1.33 — Gx + Hg(x) = r 
γραμμικοποίηση — Hg(x) « B x + c 
(2.11),(1.33) — Gx + B x = r — c 
(G + B ) x = r — c 




Την 2.12 μπορούμε να την λύσουμε με μια πληθώρα τρόπων, αρκεί ο A να μην είναι 
ιδιόμορφος. 
Αυτό που κάναμε στην ουσία είναι μια αλλαγή στην σειρά των ενεργειών. Αντί να 
σχηματίσουμε το μη-γραμμικό πρόβλημα σε πρώτη φάση, και σε δεύτερο στάδιο να το 
λύσουμε υπολογίζοντας τον J - 1 , εμείς γραμμικοποιούμε αρχικά όλα τα μη-γραμμικά 
στοιχεία και σε δεύτερο χρόνο σχηματίζουμε ένα γραμμικό σύστημα. 
2.3 Α φ ι ν ι κ έ ς π ρ ο σ ε γ γ ί σ ε ι ς σ τ ο ι χ ε ί ω ν 
Σε αυτήν την ενότητα εξετάζουμε τον γενικό τρόπο γραμμικοποίησης των στοιχείων. 
Δουλεύουμε αρχικά σε γενικά στοιχεία δύο και τριών ακροδεκτών, και εν συνεχεία 
εφαρμόζουμε τους τρόπους αυτούς στα συγκεκριμένα στοιχεία χρησιμοποιούμε. 
2.3.1 Δ ύ ο α κ ρ ο δ έ κ τ ε ς 
Οπως έχουμε ήδη δείξει, ένα στοιχείο όπως αυτό του σχήματος 2.2 χαρακτηρίζεται 
από την εξίσωση 
iA = /A(UA) ή iA = /A(VP, Vn) . 
Ζητούμενο είναι να βρούμε μια αφινική σχέση, δηλαδή μια σχέση της μορφής 
iA = auA + β α, β e S 
η οποία να προσεγγίζει την fA κοντά σε ένα δοσμένο στοιχείο u o (ή [V0p, V0n]). Δηλαδή 
στην ουσία να καθορίσουμε δύο σταθερές τιμές α και β. 
Για τον προσδιορισμό αυτόν αναπτύσσουμε την /Α κατά Taylor γύρο από το u o και 
επιλέγουμε μόνο τους γραμμικούς όρους. 
/A (U) = /A(UO) + fA (uo)(u — uo) + 1 fA (uo)(u — uo) 2 + 1 f^'(u0)(u — uo) 3 + ... 
ε π ι λ έ γ ο υ μ ε αγνωούμε 
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Προσεγγίζοντας την fA με τους δύο πρώτους όρους του αναπτύγματος έχουμε 
i A = / A ( « O ) + fA(Uo)(u - Uo) 
= fA(uo) u + fA(uo) - fA (UO)UQ . 
α β 
Επειδή η γραμμικοποίηση αναφέρεται σε ένα κυκλωματικό στοιχείο, επιλέγουμε δύο 
καταλληλότερα ονόματα για τις τιμές α β που να υποδηλώνουν και τη φύση τους. 
Geq = α = fA (UO) 
leg = β = fA(Uo) - fA (UQ)UQ 
Συνεπώς, τώρα η αφινική προσέγγιση μπορεί να γραφεί στην ακόλουθη μορφή 
ΙA = Geq U + hq == (2.13) 
i A = GeqVp - GeqVn + hq , (2.14) 
όπου στην 2.14 καταλήξαμε διασπώντας την τάση σε διαφορά δυναμικών. Αυτό το 
κάναμε διότι στο διάνυσμα αγνώστων του προβλήματος μας, υπάρχουν μόνο δυναμι­
κά και θέλουμε η γραμμικοποιημένη μορφή να είναι σύμφωνη με αυτό, ώστε να είναι 
ευδιάκριτη η ένταξή της στον πίνακα G . 
(+) (+) 
Σχήμα 2.2: Στοιχείο δύο ακροδεκτών και η γραμμική του προσέγγιση. 
Σ η μ ε ί ω σ η . Κάθε μη-γραμμικό στοιχείο δύο ακροδεκτών του οποίου το ρεύμα είναι 
συνάρτηση της τάσης του, μπορεί να προσεγγιστεί γύρο από ένα δεδομένο σημείο 
λειτουργίας με μια αγωγιμότητα συνδεδεμένη παράλληλα με μια πηγή ρεύματος. 
2.3.2 Τρε ι ς α κ ρ ο δ έ κ τ ε ς 
Θεωρούμε το στοιχείο τριών ακροδεκτών όπως αυτό του σχήματος 2.3. Ως συνήθως 
μας ενδιαφέρουν μόνο τα στοιχεία των οποίων τα ρεύματα είναι συναρτήσεις των τάσε¬
ων, όπως αυτά εκφράστηκαν στις 1.16, 1.17, 1.18. Ξαναγράφουμε τις σχέσεις αυτές 
παρακάτω. 
i A = frA (VAC ,VBC ) = frA (V) 
iB = fTB (VAC,VBC) = h B (V) 
ic = fTc (VAC ,VBC ) = h c (V) 
με V = [VAC , VBC ] 
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Σχήμα 2.3: Στοιχείο τριών ακροδεκτών. Τα ρεύματα παίρνονται προς τα μέσα του 
στοιχείου και θεωρούνται συναρτήσεις των τάσεων. 
Επειδή όπως έχουμε ήδη δείξει στο κεφάλαιο 1, μόνο τα δύο από τα τρία ρεύματα 
είναι γραμμικώς ανεξάρτητα 
i A + i B + i C = 0 — i c = - ( i A + i B ) , 
περιοριζόμαστε στην γραμμικοποίηση δύο μόνο ρευμάτων. Από την στιγμή που τα 
ρεύματα έχουν εκφραστεί ως συναρτήσεις δύο μεταβλητών, για την γραμμικοποίησή 
του καθενός αρκεί ο προσδιορίσμός τριών μόνο τιμών. Αυτό διότι η γενική αφινική 
μορφή συνάρτησης δύο μεταβλητών (έστω αυτές Vx,Vy), είναι η ακόλουθη. 
iTx = aVx + βVy + γ , α , β , γ ER 
Για τον καθορισμό των τιμών αυτών εργαζόμαστε όπως πριν. Αναπτύσσουμε την 
συνάρτηση κατά Taylor γύρο από το σημείο V 0 = [V0x ,V0y ] , στο οποίο την προσεγ¬
γίζουμε, και μετέπειτα επιλέγουμε μόνο τους σταθερούς και πρωτοβάθμιους όρους. 
Για την γραμμικοποίηση του i A γύρο από το V 0 = [ V 0 A C , V Q b c ] έχουμε 
f A ( V ) = /TA (VO) + 
dfTA 
OVAC 
(VAC - VQAC ) + 
O/TA 
V o OVBC 
(VBC - VOBC) + ο.υ.τ 
V o 





V o 0VBC 
O/TA 
VBC + /TA (VO) 
V o 0VAC 
O/TA 
V o A C 0 V Vo 0VBC 
VoBC 
V o 
α β γ 
Εν τέλει, δίνοντας στις σταθερές ονόματα που να υποδηλώνουν τον ρόλο τους έχουμε 










V o OVBC 
(2.17) 
V o 
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. Με την ίδια λογική γραμμικοποιούμε και το i B για την ανάκτηση των αντίστοιχων 
G B a c , G B h c , IBeq . 
Έχοντας υπολογίσει τις αφινικές τιμές, τα ρεύματα i A , iB, iC μπορούν να γραφούν 
στην παρακάτω μορφή, και το στοιχείο να αντικατασταθεί από τη διάταξη του σχήματος 
2.4. 
IA = GAac VAC + GAhc VBC + IA^ (2.18) 
= GBac VAC + GBhc VBC + IB^ (2.19) 
= - ( G A a c + GBac )VAC - (GAhc + GBhc )VBC - ( lAeq + iBeq) (2.20) 
Ερμηνεύοντας τις σχέσεις αυτές κυκλωματικά, καταλήγουμε στο ισοδύναμο γραμ¬
μικό μοντέλο του σχήματος 2.4. Για να είμαστε και συνεπείς ως προς το διάνυσμα 
αγνώστων, διαχωρίζουμε τις παραπάνω τάσεις σε διαφορά δυναμικών και ξαναγράφου¬
με τις γραμμικοποιήσεις στην ακόλουθη τελική μορφή, 
IA = GAac VA + GAhc VB - ( G A ^ + GAhc )VC + lAeq , 
IB = GBac VA + GBhc VB - (GBac + GBhc )VC + lBeq , 
i C = Gcac VA + Gchc VB + Gccc VC + I c e q . 
Ό π ο υ G C a c = - ( G A a c + G B a c ) , G C h c = - ( G A f , c + G B h c ) , GCcc = G A a c + G A h c + 
G B a c + G B h c , ICeq = - ( I A e q + 1 Beq) . 
Σχήμα 2.4: Γραμμική προσέγγιση στοιχείο τριών ακροδεκτών. 
2.3.3 Γραμμ ικοπο ίηση Δ ι ό δ ο υ ( ένωσης PN) 
Για τη δίοδο χρησιμοποιούμε το εκθετικό μοντέλο ένωσης P-N, σύμφωνα με το οποίο 
έχουμε την ακόλουθη χαρακτηριστική 
id = Is (e^ - l ) , (2.21) 
όπου n είναι σταθερά που κυμαίνεται από 1 έως 2 και είναι γνωστή ώς ιδεατός πα­
ράγοντας (ideality factor ). Vt είναι η θερμική τάση 4 και για θερμοκρασία δωματίου 
25 oC(300K), είναι περίπου ίση με 25.85mV. 
4 Θερμική τάση υπολογίζεται βάση της V = k T όπου £;:σταθερά Boltzman, T:απόλυτη θερμοκρα­
σία, </:φορτίο ηλεκτρονίου 
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Σύμφωνα με την ανάλυση που κάναμε στην προηγούμενη ενότητα, οι δύο αφινικές 









id = GeqVp - GeqVn + Ieq ( 2 . 2 4 ) 
είναι η εξίσωση σύμφωνα με την οποία η δίοδος εισάγεται στον πίνακα G της 1.33. 
Όπου Vp, Vn είναι τα δυναμικά του 'θετικού' και του άρνητικού' κόμβου που ακουμπά 
η δίοδος αντίστοιχα. 
V 
' Ο Vn 
Σχήμα 2.5: Γραμμικοποίηση διόδου. Αντικαθίσταται από μια αγωγιμότητα και μια πηγή 
ρεύματος σε παράλληλη συνδεσμολογία. 
2.3.4 Γραμμ ικοπο ίηση BJT 
Για το διπολικό τρανζίστορ χρησιμοποιούμε το Ebers-Moll μοντέλο, το οποίο παρου¬
σιάζεται στο σχήμα 2.6 και έχει τις παρακάτω χαρακτηριστικές 
iE = CLRISR (e 1) - ι 
iC = a F I S F ( e n V t - 1 
SF ( e nVt 
ISR I e nVt 
iB = - ( i E + ic) , 
με aR ,aF , I S F I S R σταθερές παράμετροι του στοιχείου. 
C ? 
E A 
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Σχήμα 2.6: Ebers-Moll μοντέλο για το BJT τρανζίστορ τύπου NPN. 
Σύμφωνα με την συζήτηση της προηγούμενης παραγράφου, εφαρμόζοντας τις 2.15 
, 2.16 , 2.20 στις παραπάνω χαρακτηριστικές για ένα δοσμένο σημείο V 0 = [ubeo, U b c o ] 
βρίσκουμε τις εξής τιμές: 
^£0 
CIRISRI e n V t 
^£0 
I S F e n V t — 1 (2.25) 
ico = CFISF ( e n V * — 1 1 — ISR ( e n V * — 1 1 (2.26) 
diE 





Vo n V 
(2.28) 
d i e 
dube 
= aF eU b e o 
V o
 n V 
(2.29) 
d i e 
dubc 
— e o 
V o n V * 
(2.30) 
I E e q = i eo — eeubeo — ceubco (2.31) 
I C e q = i c o — ce ubeo — ccubco (2.32) 
Γνωρίζοντας τις τιμές αυτές τα ρεύματα των ακροδεκτών μπορούν να προσεγγιστούν 
βάσει των παρακάτω σχέσεων: 
i E = QeeUbe + Qec Ubc + iEe , 
i C = QceUbe + QccUbc + iCeq 
i B = — ( i E + iC) 




Αντικαθιστώντας τις τάσεις με τις αντίστοιχες διαφορές δυναμικών παίρνουμε τις 
παρακάτω τελικές εξισώσεις που υποδηλώνουν άμεσα τον τρόπο εισαγωγής του γραμ-





ec V c + ( ee + e c ) V b 
cc V c + ( ce + c c ) V b + ICe. 
(2.36) 
(2.37) 
i B = (Qee + Qce) Ve + (Qec + Qcc)Vc — (Qee + Qec + Qce + Qcc) V — + ICe , ) (2.38) 
Μεταφράζοντας τις σχέσεις αυτές σε κυκλωματικές διατάξεις παίρνουμε το ισο¬
δύναμο κύκλωμα του σχήματος 2.7. 
1 
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gecubc 
Σχήμα 2.7: Γραμμικοποιημένο μοντέλο BJT(NPN) τρανζίστορ για ένα δεδομένο ση¬
μείο V0 . 
Ομολογουμένως η διάταξη του 2.7, δεν είναι η συνηθέστερη για ένα BJT. Το 
ρεύμα είθισται να εισέρχεται από τους ακροδέκτες βάσης και να εξέρχεται από τον 
εκπομπό. Εδώ όμως επιλέξαμε όλα τα ρεύματα προς τα μέσα για ομοιομορφία και ίδια 
αντιμετώπιση ως προς την ένταξή τους στο πίνακα G . Επιπλέον επιλέξαμε αυθαίρετα 
να γραμμικοποιήσουμε τα ρεύματα των εκπομπού και συλλέκτη. Θα μπορούσαμε να 
κάλλιστα να επιλέξουμε ένα άλλο ζευγάρι. Συνεπώς, οι πολικότητας του 2.7 οφείλονται 
στις αυθαίρετες επιλογές που κάναμε. 
2.3.5 Γραμμ ικοπο ίηση MOSFET 
Για το MOSFET τρανζίστορ, το οποίο απεικονίζεται στο σχήμα 2.8, χρησιμοποιούμε 
το μοντέλο τετραγωνικού νόμου, λαμβάνοντας υπόψιν την διαμόρφωση μήκους κανα­
λιού και την επίδραση σώματος. Παρότι το στοιχείο, έχει τέσσερις ακροδέκτες μόνο 
οι δύο διαρρέονται από ρεύμα. Οι ακροδέκτες πύλης και υποστρώματος πρακτικά είναι 
μονωμένοι. Εφόσον οι εναπομείναντες ακροδέκτες, πηγής και υποδοχής , πρέπει να 
υπακούν στο ΝΡΚ σημαίνει ότι διαρρέονται από ίδιο ρεύμα. Κάτι που κάνει την γραμ-
μικοποίηση ευκολότερη αφού έχουμε να υπολογίσουμε τους αφινικούς συντελεστές για 
ένα μόνο ρεύμα. 
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D 
Ι ο =_0 
G ο 
JB = 
- ° B 
Σχήμα 2.8: Τρανζίστορ MOSFET τύπου N. 





2 (1 + AVds) 
Vgs < VT 
0 < Vds < Vgs 
0 < Vgs 
VT 





με k, λ σταθερές παράμετροι του τρανζίστορ. Η VT εδώ δεν είναι η θερμική τάση 
αλλά η τάση κατωφλίου που υπολογίζεται από την 
VT = VT Ο + 7 \ / |Vsb — 2Φ| — 
όπου VT 0 , Φ , 7 σταθερές παράμετροι του στοιχείο και V^b η τάση μεταξύ πηγής και 
υποστρώματος. 
Με την ίδια λογική όπως και πριν, γραμμικοποιούμε υπολογίζοντας τις αφινικές 
τιμές γύρο από ένα σημείο V 0 = [Vdo, V g o , V^o, Vbo] αφού πρώτα βρούμε το νέο VT. 
Για τις αφινικές παραμέτρους έχουμε 
I d 0 
d e 
( V f l s 0 — V T ) Vds0 — § Vd2s0 
λ 
) 
1 (Vgso — V T ) 2 (1 + λVdso) 
d id 
dVds 





G d s V d s 0 
0 
k ( Vgs0 VT — Vdso) 
k λ (Vgso — V T ) 2 
0 
k V d s 0 
k(Vgso — VT + λVdso) 
G g s V g s 0 
Vgso < VT 
0 < Vdso < Vgso — VT 
0 < Vgso — VT < Vdso 
Vgso < VT 
0 < Vdso < Vgso — VT 
0 < Vgso 
Vgso < VT 
0 < Vdso < Vgso — VT 
0 < Vgso VT < Vdso 
Συνεπώς, βάσει των παραπάνω η προσέγγιση του ρεύματος θα είναι 
και γράφοντάς την σε μορφή δυναμικών έχουμε 
i d = G d s V d + G g s V g — ( G d s + G g s ) V s + I d e q , 
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Βλέπουμε ότι η γραμμικοποίηση του MOSFET αποτελείται από μια αντίσταση , 
μία εξαρτημένη πηγή ρεύματος και μια ανεξάρτητη πηγή για τον σταθερό όρο. Αξίζει 
εδώ να σημειώσουμε ότι εάν αγνοήσουμε τη διαμόρφωση μήκους καναλιού (δηλαδή 
λ = 0), η οποία συνήθως αγνοείται στα μοντέλα πρώτης τάξης τότε η γραμμικοποίηση 
του στοιχείο στην περιοχή κόρου εκφυλίζεται σε δύο πηγές ρεύματος, όπως φαίνεται 
στο σχήμα 2.9. 
D 
ο 
I a = 0 
eg 
Gds 
\ Is = -Id 
( α ) 
S 
( β ) 
Σχήμα 2.9: (α):Γενικό γραμμικοποιημένο μοντέλο MOSFET. (β):Γραμμικοποιημένο 
μοντέλου για την περιοχή κόρου αγνοώντας την διαμόρφωση μήκους καναλιού. 
2.4 Κ α τ α σ κ ε υ ή σ υ σ τ ή μ α τ ο ς 
Έχοντας παρουσιάσει μέχρι στιγμής όλο το θεωρητικό υπόβαθρο, προχωράμε τώρα σε 
κάτι πιο τεχνικό. Εφόσον δείξαμε τον τρόπο με τον οποίο μπορούμε να καταλήξουμε 
σε ένα γραμμικό κύκλωμα , κατασκευάζουμε τώρα από το κύκλωμα αυτό το σύστημα 
A x = b. Στην ουσία χτίζουμε την γραμμικοποιημένη εξίσωση 1.33. 
Για την παρακάτω ανάλυση υπενθυμίζουμε ότι το διάνυσμα x είναι αυτό της 1.3, ο 
πίνακα A, τετραγωνικό διάστασης M = N — 1 + V, με N το πλήθος κόμβων και V 
το πλήθος πηγών τάσης, όπου κάθε μία από τις N — 1 πρώτες γραμμές οφείλεται στον 
ΝΡΚ για κάθε κόμβο και η καθεμία από τις τελευταίες V σε κάθε πηγή τάσης. Το b 
είναι διάνυσμα διάστασης M. 
2.4.1 Σ υ ν ε ι σ φ ο ρ ά π η γ ή ς ρ ε ύ μ α τ ο ς 
Μια οποιαδήποτε πηγή ρεύματος j με χαρακτηριστική ij = I s . , μεταξύ δύο κόμβων 
Vp και Vn, όπως φαίνεται στο σχήμα 2.10, συνεισφέρει μόνο σε δύο θέσεις του δεξιού 
διανύσματος b. Η πηγή αυτή εισάγει ένα σταθερό ρεύμα I S j στον κόμβο Vn και τραβάει 
ένα ρεύμα ίδιου μέτρου από τον κόμβο Vp. 
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
09/12/2017 12:57:23 EET - 137.108.70.7
30 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. NEWTON-RAPHSON 
Σχήμα 2.10: Συνεισφορά πηγής ρεύματος στον πίνακα MNA. 
2.4.2 Σ υ ν ε ι σ φ ο ρ ά π η γ ή ς τάσης 
Μια οποιαδήποτε πηγή τάσης j που συνδέει τους κόμβους Vp και Vn , σαν αυτή του 
σχήματος 2.11, έχει τη δικιά της γραμμή και στήλη στον πίνακα A. Εισάγει στο 
πρόβλημα ένα απροσδιόριστο ρεύμα ivs., το οποίο εξέρχεται από τον Vp και εισέρχεται 
στον Vn, συνεπώς το ρεύμα αυτό θα πρέπει να εμφανιστεί στις αντίστοιχες γραμμές 
του Α.Επιπλέον επιβάλει μια σταθερή τάση μεταξύ Vsj των δύο αυτών κόμβων. Ο 
περιορισμός αυτός εμφανίζεται στην γραμμή N — 1 + j του πίνακα, που αντιστοιχεί 
στην πηγή. 
Vp Vn (N - 1 + j ) 
Σχήμα 2.11: Συνεισφορά πηγής τάσης στον πίνακα MNA. 
2.4.3 Σ υ ν ε ι σ φ ο ρ ά α ν τ ί σ τ α σ η ς ( α γ ω γ ι μ ό τ η τ α ς ) 
Μια οποιαδήποτε αγωγιμότητα x συνδεόμενη μεταξύ κόμβων Vp και Vn με χαρακτηρι­
στική ix = GxVp — GxVn, όπως αυτή του σχήματος 2.12, είναι υπεύθυνη για ένα ρεύμα 
ix. Το ρεύμα αυτό εισέρχεται στον κόμβο Vn και εξέρχεται από τον Vp. Συνεπώς 
θα πρέπει να εμφανιστεί στην γραμμή Vp με θετικό πρόσημο και στην γραμμή Vn με 
αρνητικό. 
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Σχήμα 2.12: Συνεισφορά αγωγιμότητας στον πίνακα MNA. 
2.4.4 Σ υ ν ε ι σ φ ο ρ ά Δ ι ό δ ο υ 
Μια οποιαδήποτε δίοδος x μεταξύ δύο κόμβων Vp και Vn όπως αυτή του σχήματος 2.13, 
αφού γραμμικοποιηθεί σύμφωνα με τις 2.22 , 2.23, αντικαθίσταται στην ουσία με μια 
αγωγιμότητα Geqx και μια πηγή ρεύματος I e q x συνδεδεμένες παράλληλα, όπως φαίνεται 
και στο σχήμα 2.5. Αρα η για την εισαγωγή της διόδου εισάγουμε τις τιμές Geqx και 
I e q x όπως δείξαμε παραπάνω. 
Σχήμα 2.13: Συνεισφορά διόδου στον πίνακα MNA. Συνδυάζει τις συνεισφορές μια 
αγωγιμότητας και μιας πηγής ρεύματος. 
2.4.5 Σ υ ν ε ι σ φ ο ρ ά BJT 
Στις εξισώσεις 2.36 , 2.37 , 2.38 δείξαμε πως γραμμικοποιούνται τα τρία ρεύματα του 
BJT. Χρησιμοποιώντας αυτές τις εξισώσεις εισάγουμε τα i e , i c , i b στις αντίστοιχες 
γραμμές Ve , V , Vb του Α σύμφωνα με το σχήμα 2.14. 
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Ve Vb Vc 
Vb 
Σχήμα 2.14: Συνεισφορά BJT(τύπου NPN) στον πίνακα MNA. 
2.4.6 Σ υ ν ε ι σ φ ο ρ ά MOSFET 
Κατά τον ίδιο τρόπο όπως και στην περίπτωση του BJT, χρησιμοποιούμε τις γραμμικές 
εκφράσεις 2.40 , 2.41 για τα ρεύματα id και i s , και εισάγουμε το στοιχείο στο πρόβλημα 
σύμφωνα με το σχήμα 2.16. 
Vd Va Vg 
Σχήμα 2.16: Συνεισφορά MOSFET(τύπου N) στον πίνακα MNA. G x = G d s + G g s 
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2.5 Γ ε ν ι κ ό ς α λ γ ό ρ ι θ μ ο ς 
Με την παρουσίαση των γραμμικοποιήσεων των μη-γραμμικών στοιχείων που χρησιμο¬
ποιούμε, ολοκληρώνεται και το δεύτερο κεφάλαιο. Πλέον, έχοντας στη διάθεσή μας αυ­
τά τα συνοδευτικά μοντέλα 5, αντικαθιστούμε σε κάθε επανάληψη της Newton-Raphson 
κάθε μη-γραμμικό στοιχείο με το αντίστοιχο συνοδευτικό του και έτσι καταλήγουμε σε 
ένα γραμμικό κύκλωμα. Σχηματίζουμε βάσει αυτού το αντίστοιχο γραμμικό πρόβλημα 
A x = b, το οποίο και λύνουμε. Η λύση αυτού αποτελεί το σημείο γραμμικοποίησης 
της επόμενης επανάληψης. Συνεχίζουμε αυτή τη διαδικασία μέχρι να υπάρξει σύγκλιση, 
ή μέχρι να συμπληρωθεί ένας προκαθορισμένος αριθμός επαναλήψεων. 
Όπως θα δούμε στο επόμενο κεφάλαιο, η επίτευξη της σύγκλισης δεν είναι κάτι 
απλό. Αντιμετωπίζοντας το πρόβλημα μόνο με αυτά που έχουμε πει ως τώρα, οδηγεί 
στις περισσότερες περιπτώσεις σε αποτυχία. Στο σχήμα 2.17 παρουσιάζουμε τον βασικό 
αλγόριθμό μέχρι στιγμής. 
5 Συνοδευτικά μοντέλα ονομάζουμε τις διακριτοποιήσεις των μη-γραμμικών στοιχείων. 
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από αρχείο κειμένου 
(parsing) 
/ Σχηματισμός εξίσωσης 
/ » G x = r r * βάσει μόνο των 
γραμμικωνστοιχείων 
Εκτίμηση/επιλογή 
αρχικής τιμής x 0 
Newton-Raphson 
χ = X, 
Ένθεση αφινικών σχέσεων στο 
G x = r 
προς παραγωγή του 
A x = b 
N = N+1 
N < Nmax 
Λύση γραμμικού 
συστήματος 
A x = b 
Σχήμα 2.17: Βασική δομή αλγορίθμου. 
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Προβλήματα και λύσεις 
Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζουμε τις αδυναμίες που εμφανίζει η Newton-Raphson 
για το πρόβλημα της προσομοίωσης και τους τρόπους με τους οποίους τις καταπολε­
μούμε στο πρόγραμμά μας. 
Οι δυσκολίες που θα μελετήσουμε διακρίνονται σε δύο κατηγορίες. Η πρώτη εστι­
άζει στις αιτίες που κάνουν τον πίνακα του προβλήματος ιδιόμορφο ή κακής κατάστασης, 
όπως οι ασυνέχειες που εισάγονται από την διακοπτική συμπεριφορά των μη-γραμμικών 
στοιχείων και η πεπερασμένη αριθμητική ακρίβεια των Η / Τ . Η δεύτερη επικεντρώνε­
ται στο αρχικό σημείο εκκίνησης της Νεωτον-Ραπησον, το οποίο οφείλει να βρίσκεται 
κοντά στην πραγματική λύση. 
Η συζήτηση αυτού του κεφαλαίου βασίζεται στις ακόλουθες αναφορές [8] , [12], [7] 
, [5], [11] , [9] , [1] . 
3.1 Κ ρ ι τ ή ρ ι α σ ύ γ κ λ ι σ η ς 
Στο προηγούμενο κεφάλαιο δείξαμε τον μηχανισμό με τον οποίο δουλεύει η μέθοδος 
Newtpn-Raphson, αυτό που δεν καθορίσαμε όμως είναι οι συνθήκες τερματισμού της. 
Αναφέραμε απλά ότι συνεχίζουμε τις επαναλήψεις μέχρι κάποιο διάνυσμα x k να μας 
ικανοποιεί. Πότε όμως ένα τέτοιο διάνυσμα θα θεωρείται ικανοποιητική λύση· 
Την απάντηση σε αυτό το ερώτημα θα την δώσουν τα δύο ακόλουθα κριτήρια τα 
οποία θα πρέπει να ισχύουν ταυτόχρονα ώστε να χαρακτηριστεί ένα διάνυσμα x k λύση 
και η μέθοδος να σταματήσει με επιτυχία. 
Το ένα κριτήριο ελέγχει την μεταβολή της νέας τιμής του xk από την προηγούμενη 
Xfc_i. Εξετάζει δηλαδή εάν υπήρξε βελτίωση στην τελευταία επανάληψη. Το δεύτερο 
και πιο αυστηρό κριτήριο ελέγχει το υπόλοιπο της F ( x k ) , δηλαδή το τρέχον διάνυσμα 
ικανοποιεί τους ΝΡΚ. 
Επειδή το διάνυσμα αγνώστων του προβλήματός μας ( όπως παρουσιάζεται στην 
1.3 ) αποτελείται από δυναμικά και ρεύματα, και λόγω του ότι για το κάθε ένα σύνολο 
έχουμε διαφορετικές ανοχές, εφαρμόζουμε τα δύο αυτά κριτήρια ξεχωριστά για κάθε 
υποδιάνυσμα του x. 
35 
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3.1.1 Κριτήριο Ι (δ ιαφορά δ ι α δ ο χ ι κ ώ ν λ ύ σ ε ω ν ) 
Το κριτήριο αυτό προτείνει τον τερματισμό του αλγορίθμου όταν το νέο διάνυσμα δεν 
διαφέρει αρκετά από το προηγούμενο ώστε να θεωρηθεί ύπαρξη πιθανής βελτίωσης. 
Δηλαδή όταν 
| | x k + 1 — x k | | < tol , 0 < tol < 1. (3.1) 
Η συνθήκη αυτή από μόνη της δεν είναι επαρκής. Ενδεχομένως να σηματοδοτήσει 
εσφαλμένη σύγκλιση στην περίπτωση που αυτή είναι απλώς αργή. Για αυτό το λόγο 
χρειαζόμαστε και ένα ισχυρότερο κριτήριο. 
3.1.2 Κριτήριο ΙΙ (υπόλο ιπο) 
Το κριτήριο υπολοίπου ελέγχει κατά πόσο η νέα λύση έχει βελτιωθεί βάσει της αρχικής 
εκτίμησης. Με άλλα λόγια, εάν η αρχική εκτίμηση x 0 δίνει υπόλοιπο | |F(x 0 ) | | , ζητάμε 
από το νέο διάνυσμα να δίνει tol φορές μικρότερο υπόλοιπο από το αρχικό ώστε να 
θεωρηθεί λύση, δηλαδή 
| | F ( x f c + i ) | | < tol | |F(xo)| | , 0 < tol < 1 . (3.2) 
Παρατηρούμε ότι η παραπάνω ανισότητα επιτρέπει μια μικρή παραβίαση των νόμων του 
Kirchhoff. Κάτι που σημαίνει ότι η τιμή tol να επιλεγεί με μεγάλη προσοχή. 
3.1.3 Τ ε λ ι κ έ ς αν ισότητε ς σ ύ γ κ λ ι σ η ς 
Επειδή το διάνυσμα αγνώστων x αποτελείται από αγνώστους δύο διαφορετικών προε¬
λεύσεων, δυναμικά και ρεύματα, και επειδή οι τιμές των ρευμάτων είναι πολύ μικρότερες 
απαιτώντας μεγαλύτερη ακρίβεια διασπάμε το x σε δύο μέρη και εφαρμόζουμε τα παρα¬
κάνω κριτήρια ξεχωριστά παίρνοντας τέσσερις ανισότητες. 
Διαχωρίζουμε το x, 
x [Vl V2 ... Vn_1 ii i2 ... i 
Συμβολίζουμε με F j (x) κ α ^ ν (x) τις πρώτες n — 1 εξισώσεις και τις τελευταίες vs της 
F αντίστοιχα. 
Εφαρμόζουμε τα δύο κριτήρια και έχουμε 
| | ν£ + 1 — v£|| < rtol||vX|| + abstolv, (3.3) 
— iXΜ < r t o l + abstoli, (3.4) 
| | F i ( x f c + 1 ) | | < rtol||Fj(x0)|| + abstoli, (3.5) 
| | F v ( x f c + 1 ) | < rtol||Fv(x0)|+ abstolv, (3.6) 
όπου τυπικές τιμές για τις σταθερές είναι rtol = 0.01%, abstolv = 1m (10_3) και 
abstoli = 1p (10_ 1 2). Αυτό που μας λεν τα παραπάνω κριτήρια είναι ότι η διαφορά της 
νέας λύσης από την προηγούμενη πρέπει να είναι μικρότερη από ένα ποσοστό (rtol) 
της αρχικής εκτίμησης συν ένα περιθώριο ανοχής και φυσικά ότι η νέα λύση πρέπει να 
δίνει μικρότερο υπόλοιπο από την αρχική εκτίμηση. Η χρήση του rtol μας επιτρέπει 
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να υπολογίζουμε την νόρμα όλου του διανύσματος χωρίς να ανησυχούμε για το εάν 
κάποιες θέσεις έχουν τιμές μεγαλύτερης τάξης από άλλες. ( π.χ στην θέση i συναντάμε 
uV και στην j V) . 
Εδώ πρέπει να είμαστε πολύ προσεκτικοί με τις επιλογές των rtol, abstoli, abstolv, 
διότι αρκετά μικρές τιμές για πολύ μεγάλα κυκλώματα μπορεί να αποκλείσουν την 
σύγκλιση χωρίς η τόσο μεγάλη ακρίβεια να είναι απαραίτητη. Από την άλλη, αρκετά 
ελαστικές τιμές μπορεί να δώσουν αποτελέσματα μακριά από τα πραγματικά. Οι τιμές 
αυτές καλό είναι να επιλέγονται ανάλογα με το κύκλωμα που προσομοιώνεται κάθε 
φορά. Για αυτό το λόγο και στο πρόγραμμά μας δίνεται η επιλογή καθορισμού αυτών 
των τιμών από τον χρήστη μέσω του αρχείου εισόδου. 
3.2 Π ρ ο β λ ή μ α τ α χ α ρ α κ τ η ρ ι σ τ ι κ ή ς έ ν ω σ η ς - P N 
Η χαρακτηριστική της PN ένωσης οφείλεται στην πολύ απότομη εκθετική στο πρώτο 
τεταρτημόριο και στην σχεδόν σταθερή τιμή στο τρίτο. Στην πρώτη περίπτωση έχουμε 
πρόβλημα υπερχείλισης (overflow) και στην δεύτερη προβλήματα μηδενικής παραγώγου 
(σχεδόν οριζόντια εφαπτομένη). 
Εφόσον οι ενώσεις PN αποτελούν το βασικό δομικό κομμάτι της λειτουργίας των 
ημιαγωγών , συναντώνται σχεδόν σε κάθε μοντέλο. Εμείς εστιάζουμε κυρίως στις 
διόδους - μια τυπική δίοδος στην ουσία είναι μια ΠΝ ένωση - και στα διπολικά (BJT) 
τρανζίστορ - τα οποία στην ουσία είναι ένα "σάντουιτς" δύο τέτοιων περιοχών - . Ε­
νώσεις PN εμφανίζονται όμως και στα τρανζίστορ επίδρασης πεδίου (MOSFET) μεταξύ 
υποδοχής-υποστρώματος και πηγής-υποστρώματος, οι οποίες λαμβάνονται υπόψιν σε 
λεπτομερέστερα μοντέλα. 
3.2.1 Π ρ ό β λ η μ α π ρ ώ τ ο υ τ ε ταρτημορ ίου 
Η εξίσωση της χαρακτηριστικής που έχει δοθεί στην 2.21 και ξαναγράφεται παρακάτω 
id = Is (e ^ — 1) , 
για τυπικές τιμές παραμέτρων όπου n = 1,T « 25 oC == Vt ~ 25mV μπορεί να γραφεί 
χοντρικά στην ακόλουθη μορφή, 
i d = I s e 4 0 u . 
Για την εξίσωση αυτή αρκεί τάση u = 18V έτσι ώστε το αποτέλεσμα της αποτίμησης να 
είναι inf σε αριθμητική διπλής ακρίβεια, όπως φαίνεται και στον παρακάτω πίνακα. Το 
αποτέλεσμα αυτό καθώς και πράξεις με αυτό μπορούν να οδηγήσουν σε nan και κατα­
στροφή των υπολογισμών. Βέβαια μια τάση 18V είναι σχετικά μεγάλη για κυκλώματα 
ηλεκτρονικής φύσης, αλλά όχι απίθανη κατά τις επαναλήψεις της Newton-Raphson. 
Αυτό διότι μέχρι η μέθοδος να αρχίσει να συγκλίνει ενδέχεται να εμφανιστούν μεγάλες 
μη ρεαλιστικές τιμές τάσεων και ρευμάτων. Αυτά βέβαια δεν αντιστοιχούν στην πραγ¬
ματικότητα. Είναι ενδιάμεσα παράγωγα της μεθόδου, τα οποία και δεν βρίσκονται κοντά 
στην λύση. Αρα δεν υπάρχει λόγος να αφήσουμε αυτές τις τιμές να καταστρέψουν την 
όλη διαδικασία. 
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Πίνακας 3.1: Ενδεικτικές αποτιμήσεις της I s e 4 0 u για I s = 10 1 4 
Ο τρόπος αντιμετώπισης είναι ο εξής. Εάν εμφανιστεί μεγάλη τάση που δημιουργεί 
πρόβλημα, δεν γραμμικοποιούμε γύρο από αυτήν αλλά από μια νέα που θα υπολογίσου¬
με και θα είναι μικρότερη. Ο υπολογισμός αυτής γίνεται με χρήσης της προηγούμε¬
νης γραμμικοποιήσης και οριζόντια προβολή στην χαρακτηριστική βάσει αυτής για την 
προβληματική τιμή. Δηλαδή, έχοντας την τελευταία αφινική προσέγγιση βρίσκουμε την 
τιμή ρεύματος που δίνει αυτή για την τρέχουσα μεγάλη τάση. Προβάλουμε το ρεύμα 
αυτό στην καμπύλη και εν συνεχεία βρίσκουμε την τάση της χαρακτηριστικής που το 
παράγει. Η τάση αυτή θα είναι αυτή γύρο από την οποία θα γραμμικοποιήσουμε. Η 
διαδικασία αυτή περιγράφεται από την εξίσωσης 3.7 και παρουσιάζεται γραφικά στο 
σχήμα 3.1. 
Ufc = u f c_1 + nVt ln ( 1 + — — - U k z ^ \ (3.7) V nVt / 
όπου 
u k : Η τρέχουσα τάση που δημιουργεί πρόβλημα. 
u k _ 1 : Η τάση γραμμικοποίησης της προηγούμενης επανάληψης. 
u k : Η τελική τάση γραμμικοποίησης της τρέχουσας επανάληψης. 
Μεγάλη τάση θεωρούμε οποιαδήποτε είναι μεγαλύτερη της 
u c r j t = n V t l n ( T i l ) ' 
και συνεπώς τότε εφαρμόζουμε την παραπάνω διαδικασία. 
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Σχήμα 3.1: Όταν η νέα τιμή u k είναι πολύ μεγάλη, τότε χρησιμοποιούμε την προσέγ­
γιση του προηγούμενου βήματος e k - i την οποία αποτιμούμε στην τρέχουσα τιμή u k . 
Προβάλουμε την αποτίμηση αυτή μια φορά οριζόντια στην χαρακτηριστική και μετέπειτα 
την προβολή την προβάλουμε κάθετα στον άξονα x και έτσι παίρνουμε τη U k . 
3.2.2 Π ρ ό β λ η μ α τρ ίτου τ ε ταρτημορ ίου 
Η χαρακτηριστική της PN παρουσιάζει κι άλλο πρόβλημα, στο τρίτο τεταρτημόριο 
αυτή τη φορά. Όταν η ΠΝ είναι ανάστροφα πολωμένη, το ρεύμα είναι σχεδόν σταθερό 
και επομένως η εφαπτομένη σχεδόν οριζόντια, και άρα η αγωγιμότητα Geq σχεδόν 
μηδέν. Αυτό οδηγεί σε σχεδόν ιδιόμορφο πίνακα ή σε πίνακα κακής κατάστασης. Το 
πρόβλημα αντιμετωπίζεται χρησιμοποιώντας την τέμνουσα ( ως προς το μηδέν ) αντί 
της εφαπτομένης για τον υπολογισμό της G e q . Αυτό φαίνεται στο σχήμα 3.2. 
G = i t 
Uk 
id I 
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Σχήμα 3.2: Όταν η εφαπτομένη γίνεται σχεδόν οριζόντια τότε αντί αυτής χρησιμοποιο¬
ύμε την κλήση της ευθείας που περνά από το μηδέν και το σημείο uk της χαρακτηρι¬
στικής. 
Για τιμές τάσης πέραν της — 5V απλά αντικαθιστούμε την δίοδο με μια πηγή ρεύμα­
τος τιμής ίσης με I s . 
3.2.3 Α ρ χ ι κ ο π ο ι ή σ ε ι ς P N 
Πειραματικά και εμπειρικά διαπιστώνεται ότι η αρχικοποίηση των ενώσεων σε ON διευ­
κολύνει την σύγκλιση. Από τις προσομοιώσεις καταλήξαμε στις τιμές 0.2" για τις 
διόδους και 0.6" για τα BJT. 
3.3 Α π ο μ ο ν ω μ έ ν ε ς λ ύ σ ε ι ς και κ ό μ β ο ι 
Η χρησιμότητα των μη-γραμμικών στοιχείων που χρησιμοποιούμε έγκειται στο γε¬
γονός ότι άλλοτε συμπεριφέρονται σαν βραχυκυκλώματα και άλλοτε σαν να μην υ-
πάρχον.(συμπεριφορά ανοιχτοκυκλώματος). Η διακοπτική αυτή λειτουργία όμως απο¬
κόπτει ή συγχωνεύει κόμβους, με αποτέλεσμα το πρόβλημά μας να έχει άπειρες λύσεις. 
Στην περίπτωση που ένας κόμβος συνδέεται με το υπόλοιπο κύκλωμα μόνο μέσω 
διακοπτικών στοιχείων, τότε όταν αυτά βρίσκονται σε αποκοπή ο κόμβος μένει απο¬
μονωμένος στον αέρα και το κύκλωμά μας αυτόματα παύει να είναι συνεκτικό. Από 
φυσική σκοπιά ο κόμβος αυτός μπορεί να έχει οποιοδήποτε δυναμικό. Υπό το αριθμη­
τικό πρίσμα σημαίνει μηδενική γραμμή στον πίνακα A αφού κανένας ακροδέκτης δεν 
ακουμπά στον κόμβο αυτόν και επομένως δεν υπάρχουν ρεύματα να εξισωθούν για τη 
γραμμή αυτή. Μηδενική γραμμή όμως σημαίνει ιδιόμορφος πίνακας, κάτι που καθιστά 
το σύστημα μή επιλύσιμο. Το ίδιο μπορεί να συμβεί και στην περίπτωση όπου ένας 
κόμβος απορροφάται από κάποιον άλλο λόγο της συμπεριφοράς βραχυκυκλώματος. 
Ενδεικτικά παρουσιάζουμε δύο παραδείγματα όπου φαίνεται αυτό το πρόβλημα. Στο 
σχήμα 3.3έχουμε την υλοποίηση ενός αντιστροφέα με τεχνολογία CMOS. Εάν τα M\ 
και M 2 θεωρήσουμε ότι έχουν άπειρη αντίσταση εξόδου, πράγμα που ισχύει για τα 
μοντέλα μας όταν λ = 0(δηλαδή όταν αγνοούμε την διαμόρφωση μήκους καναλιού, το 
οποίο συμβαίνει στα μοντέλα πρώτης τάξης). Τότε όταν η είσοδος βρίσκεται στη μέση 
των δύο ακραίων τιμών, Vin = ^2^-, και τα δύο τρανζίστορ βρίσκονται σε κορεσμό. 
Αυτό σημαίνει ότι το ρεύμα πηγής-υποδοχής είναι ανεξάρτητο της αντίστοιχης τάσης. 
Τα τρανζίστορ λειτουργούν τότε σαν πηγές ρεύματος. Οποιαδήποτε τάση Vout κρατάει 
και τα δύο τρανζίστορ στον κορεσμό είναι έγκυρη. Όμως η τάση αυτή μπορεί να πάρει 
τιμές από ένα ολόκληρο διάστημα, που σημαίνει ότι έχουμε άπειρες λύσεις. 
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Σχήμα 3.3: ^):CMOS αντιστροφέας. (β):Στην περίπτωση που η αντίσταση εξόδου 
των τρανζίστορ είναι άπειρη, τότε υπάρχει τιμή εισόδου ( V n = ^f 0 ") για την οποία και 
τα δύο τρανζίστορ βρίσκονται στον κορεσμό και συμπεριφέρονται σαν πηγές ρεύματος. 
(γ): Σε αυτή την περίπτωση το V0ut μπορεί να πάρει άπειρες έγκυρες τιμές αφού η 
χαρακτηριστική στην περιοχή αυτή είναι κατακόρυφη. 
Στο σχήμα 3.4 παρουσιάζεται η λογική πύλη NAND δύο εισόδων τεχνολογίας 
CMOS. Όταν οι είσοδοι Α και Β είναι σε χαμηλό δυναμικό ,αναπαριστώντας το λογικό 
0, τα τρανζίστορ Μ1 και Μ2 βρίσκονται στην γραμμική περιοχή και συμπεριφέρονται 
σαν αντιστάσεις. Τα Μ2 και Μ3 βρίσκονται σε αποκοπή, και άρα συμπεριφέρονται 
σαν ανοιχτοκυκλώματα. Σε αυτή την περίπτωση το κύκλωμα του σχήματος 3.4(α) 
μετατρέπεται σε αυτό του 3.4(β). Παρατηρούμε όμως ότι ο κόμβος Vx δεν συνδέεται 
πουθενά. Βρίσκεται στον αέρα έχοντας οποιοδήποτε δυναμικό. 
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Σχήμα 3.4: (α):Πύλη NAND δύο εισόδων τεχνολογίας CMOS. (β): Ισοδύναμο κύκλω­
μα στην περίπτωση αποκοπής του pull-down δικτύου. Ό VX μένει απομονωμένος. 
Αυτό που ζητάμε είναι η λύση την οποία ψάχνουμε να είναι απομονωμένη1, δηλα¬
δή μια μικρή μεταβολή της ως προς οποιαδήποτε κατεύθυνση θα έχει ως αποτέλεσμα 
την παραβίαση των νόμων του Kirchhoff. Αυτό το καταφέρνουμε επηρεάζοντας ελα¬
φρά την διακοπτική λειτουργία των στοιχείων συνδέοντας τα παράλληλα με μια μικρή 
αγωγιμότητα gmin , όπως φαίνεται στο σχήμα 3.5. 
V 
Σχήμα 3.5: Σύνδεση μικρής αγωγιμότητας παράλληλα με κάθε μη-γραμμικό στοιχείο. 
Με την αγωγιμότητα αυτή εξασφαλίζουμε την ύπαρξη μονοπατιού προς κάθε κόμβο 
έτσι ώστε ο πίνακας να μην είναι ιδιόμορφος λόγο μηδενικής γραμμής. Στην περίπτωση 
του αντιστροφέα η g m i n μετατρέπει την κατακόρυφη κλίση σε μια πεπερασμένη και στην 
περίπτωση της πύλης NAND υπάρχει διαδρομή προς τον κόμβο Vx. 
^ VDD | ^ 
' GND 
Σχήμα 3.6: Με την χρήση g m i n εξασφαλίζουμε την συνεκτικότητα του κυκλώματος 
και μοντελοποιούμε τα ρεύματα διαρροής. 
Η g m i n επιλέγεται να έχει πολύ μικρή τιμή της τάξης των 1 0 - 1 2 ϋ και έτσι μπορούμε 
να πούμε ότι αγωγιμότητες αυτές εισάγουν έναν ρεαλισμό στο κύκλωμα μοντελοποιο-
ώντας ρεύματα διαρροής. 
1Απομονωμένη λύση δεν σημαίνει μοναδική. Ένα κύκλωμα μπορεί να έχει πεπερασμένο πλήθος 
απομονωμένων λύσεων, όπως τα κυκλώματα μανδαλωτών. 
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3.4 Σ η μ ε ί ο ε κ κ ί ν η σ η ς Newton-Raphson 
Παρόλο που η Newton-Raphson έχει τετραγωνική σύγκλιση, η σύγκλιση αυτή είναι 
τοπική. Προϋποθέτει ότι το δοσμένο αρχικό σημείο βρίσκεται ήδη κοντά στην πραγ¬
ματική λύση. Η γνώση ενός καλού αρχικού σημείου όμως σπανίως είναι διαθέσιμη. Η 
αρχική εκτίμηση δεν επηρεάζει απλά την ταχύτητα σύγκλισης αλλά και την ύπαρξη αυ¬
τής. Εάν το αρχικό σημείο βρίσκεται πολύ μακριά από την πραγματική λύση τότε πολύ 
πιθανό η μέθοδος να αποκλίνει και να αποτύχει. Ό τρόπος με τον οποίο αντιμετωπίζου¬
με το πρόβλημα αυτού στο πρόγραμμά μας είναι η χρήση βηματικών μεθόδων (stepping 
methods) οι οποίες ανήκουν στην κατηγορία των μεθόδων συνέχισης. (continuation 
methods) 
3.4.1 Μ έ θ ο δ ο ι σ υ ν έ χ ι σ η ς και ομοτοπ ία 
Για την μελέτη των μεθόδων αυτών ξεκινάμε θεωρώντας δύο καταστάσεις, έστω αυτές 
A και B . Στην κατάσταση A έχουμε ένα πρόβλημα που περιγράφεται από το σύστημα 
μη-γραμμικών εξισώσεων fA(x) = 0. Το πρόβλημα αυτό μας είναι αδιάφορο, παρ' 
όλα αυτά είναι τέτοιο ώστε να γνωρίζουμε τη λύση του, ή τουλάχιστον να μπορούμε 
να την υπολογίσουμε εύκολα. Στην κατάσταση B έχουμε ένα δεύτερο πρόβλημα που 
περιγράφεται από την f B(x) = 0. Η λύση του B είναι η ζητούμενη, όμως αδυνατούμε 
να την υπολογίσουμε, διότι δεν είμαστε σε θέση να καθορίσουμε ένα καλό σημείο 
εκκίνησης για την Newton-Raphson και έτσι αυτή πάντα αποτυγχάνει. 
Αναρωτιόμαστε τώρα αν υπάρχει κάποιος συνεχής "δρόμος" που να συνδέει τις δύο 
αυτές καταστάσεις, έτσι ώστε να μπορέσουμε από τη μια να μεταβούμε στην άλλη. Με 
άλλα λόγια ζητάμε να βρούμε ένα χαρακτηριστικό των προβλημάτων A και B, το οποίο 
θα περιγράφεται από μια μεταβλητή ,έστω αυτή λ, η μεταβολή της οποίας από μια τιμή 
σε μία άλλη θα μετατρέπει το ένα πρόβλημα στο άλλο. Αυτό παρουσιάζεται γραφικά 
στο σχήμα 3.7. 
Σχήμα 3.7: Ψάχνουμε μια παράμετρο η οποία να προκαλεί συνεχή παραμόρφωση ενός 
εύκολου προβλήματος σε στη ζητούμενο πρόβλημα. 
Έστω ότι η παράμετρος αυτή υπάρχει, τότε μεταβάλλοντας την σταδιακά με ένα 
μικρό βήμα, θα παίρνουμε με κάθε μεταβολή ένα νέο πρόβλημα ( στην περίπτωσή μας 
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κύκλωμα ) το οποίο θα διαφέρει ελάχιστα από το προηγούμενο. Εφόσον η διαφορά 
των δύο προβλημάτων δεν είναι μεγάλη, η λύση του προηγουμένου θα αποτελεί καλό 
αρχικό σημείο για το τρέχον. Αυτό σημαίνει ότι η εφαρμογή της Newton-Raphson 
στο τρέχον σύστημα θα συγκλίνει και μάλιστα γρήγορα. Εφόσον η λύση του A είναι 
γνωστή, η μεταβολή του λ μπορεί να μας οδηγήσει στο B και η λύση κάθε ενδιάμεσου 
προβλήματος είναι καλό αρχικό σημείο της επόμενης, τότε κάποια στιγμή θα έχουμε μια 
καλή αρχική εκτίμηση για το πρόβλημα B, και έτσι η επίλυσή του θα γίνει ευκολότερη. 
Πριν περάσουμε στον μαθηματικό φορμαλισμό, δίνουμε ένα απλό παράδειγμα. Έ ­
στω ένα στοιχείο Y συνδεδεμένο παράλληλα με μία μεταβλητή αντίσταση τ(λ) η οποία 
λαμβάνει τιμές στο διάστημα [0, Λ„ α χ ] ,με την Rmax να θεωρείται πολύ μεγάλη. Σκοπός 
είναι να υπολογίσουμε την τάση στα άκρα του στοιχείου Y όταν η αντίσταση δεν υπάρ¬
χει. Όμως η f y ) είναι μια συνάρτηση για την οποία δεν έχουμε καλή αρχική τιμή και 
η Newton-Raphson δεν συγκλίνει. Για αυτόν τον λόγο χρησιμοποιούμε την μεταβλη­
τή αντίσταση ώστε να μεταβούμε ομαλά από μια γνωστή κατάσταση στην επιθυμητή 
μεταβάλλοντας απά την λ. Το κύκλωμα αυτό παρουσιάζεται στο σχήμα 3.8. 
Σχήμα 3.8: Καθώς μεταβάλλεται το λ, η διάταξη μετατρέπεται από βραχυκύκλωμα στο 
στοιχείο Y 
Για το σχήμα του 3.8 έχουμε 
Γ(λ) = λ Rmax λ Ε [0 , 1] , 
iy = fY(u)-
Για λ = 0 , r(0) = 0 Η αντίσταση γίνεται βραχυκύκλωμα και απορροφά το 
στοιχείο Y. Η τάση uY τότε είναι γνωστή και ίση με 
μηδέν. 
Για λ = 0 , r(1) = Rmax Η μεγάλη τιμή της Rmax κάνει την αντίσταση να συμ¬
περιφέρεται πρακτικά σαν ανοιχτοκύκλωμα. Δηλαδή 
είναι σαν να μην συμμετέχει στην διάταξη, αφήνοντας 
το σ τοιχεί Y μόνο του, το οποίο είναι και το αρχικό 
πρόβλημα. 
Σύμφωνα με τα παραπάνω ξεκινώντας από την γνωστή λύση u Y = 0 αυξάνουμε το λ 
σιγά-σιγά από το 0 στο 1 και σε κάθε βήμα χρησιμοποιούμε την λύση του προηγουμένου 
ως αρχική τιμή. 
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Έχοντας παρουσιάζει την πρακτική πτυχή του προβλήματος προχωράμε στον μα¬
θηματική ορολογία. Στην ουσία αυτό που ζητάμε για την υποβοήθηση της σύγκλησης 
είναι μια ομοτοπία. Δηλαδή μια συνεχή παραμετρική συνάρτηση της λ η οποία να πα­
ραμορφώνει το σύστημα fA στο fB καθώς το λ κινείται από το 0 στο 1, δηλαδή ζητάμε 
μία h τέτοια ώστε 
h( χ(λ) , λ ) = f ( χ(λ) ) , όπου χ(λ) Ε Rn , λ Ε [0,1] και (3.8) 
h( χ(0) , 0 ) = fA( χ(0) ) , με χ(0) γνωστό (3.9) 
h( χ(1) , 1 ) = fs( χ(1) ) = fB(χ*) = 0 (3.10) 
χ( λ ) συνεχής 
3.4.2 g-stepping 
Η μέθοδος αυτή είναι στην ουσία μια επέκταση του παραδείγματος τους σχήματος 3.8. 
Αρχικά συνδέουμε μια μεγάλη αγωγιμότητα, Gmax, μεταξύ κάθε κόμβου και της γείω­
σης. Με αυτόν τον τρόπο εξουδετερώνουμε τα μη γραμμικά στοιχεία και μετατρέπουμε 
την διαγώνιο του πίνακα A ( της 2.12 ) σε κυρίαρχη. Συνεπώς η επίλυση του τρο¬
ποποιημένου αυτού προβλήματος δεν παρουσιάζει δυσκολία. Στην συνέχεια μειώνουμε 
την αγωγιμότητα σταδιακά έως ότου γίνει τόσο μικρή ώστε η επίδραση της να είναι 
αμελητέα. Για κάθε μείωση της Gmax τρέχουμε την Newton-Raphson με αρχική τιμή 
την λύση του προηγούμενου προβλήματος. Εύκολα μπορούμε να δείξουμε ότι η μέθο¬
δος αυτή είναι ομοτοπία. Ξαναγράφουμε την βασική εξίσωση 1.33 του προβλήματος 
μας 
Ω χ + Hgfc) = r, 
και εισάγουμε την τροποποίηση στην εξίσωση 1.33 ώς ένα διαγώνιο πίνακα διάστασης 
(N — 1 χ N — 1) (όπου N το πλήθος των κόμβων) που προστίθεται στον κύριο πίνακα 
αγωγιμοτήτων G. Επίσης συμβολίζοντας κάθε λύση ως μια συνάρτηση του λ, το οποίο 
μπορούμε να το κάνουμε αφού κάθε λύση αντιστοιχεί σε ένα πρόβλημα που εξαρτάται 
από την λGmαx, έχουμε 
Ιι(χ(λ), λ) = ( λ R m a χ D + G ) χ(λ) + Hg( χ(λ) ) — r = 0 (3.11) 
όπου D είναι πίνακας διάστασης (M χ M) ο οποίος έχει στο πάνω αριστερό κομμάτι 
του τον ταυτοτικό IN_γ και σε όλες τις υπόλοιπες θέσεις μηδέν. Εύκολα βλέπουμε 
ότι για λ = 0 η 3.11 δίνει την 1.33 και για για λ = 1 παίρνουμε ένα σύστημα που 
κυριαρχείται από την διαγώνιο Rmax. 
Χαρακτηριστικό της μεθόδου αυτής είναι η άμεση επίδραση στον πίνακα του προ­
βλήματος. Για κάθε επανάληψη ο πίνακας πρέπει να ανανεωθεί. Επιπλέον σημειώνουμε 
ότι η τεχνική αυτή σημειώνει καλύτερη απόδοση σε κυκλώματα με MOSFET. 
Ο α λ γ ό ρ ι θ μ ο ς 
Ό αλγόριθμος χωρίζεται σε δυο μέρη. Στο πρώτο ψάχνουμε μια μεγάλη αγωγιμότητα 
G m a x που να λύνει το σύστημα την οποία μειώνουμε στο δεύτερο. Αρχικά ξεκινάμε 
από μια προκαθορισμένη τιμή G m a x o . Εάν η τιμή αυτή δεν επιφέρει σύγκλιση τότε 
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
09/12/2017 12:57:23 EET - 137.108.70.7
46 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΛΥΣΕΙΣ 
την αυξάνουμε κατά ένα μεγάλο βήμα (π.χ. Gmax = 1000 * Gmax). Επαναλαμβάνουμε 
μέχρι να βρούμε λύση. Εάν αυτό δεν συμβεί τότε τερματίζουμε την μέθοδο με απο­
τυχία, αφού δεν καταφέραμε να λύσουμε καν το αρχικό πρόβλημα της ομοτοπίας. Θα 
μπορούσαμε να παρακάμψουμε το στάδιο αυτό και να ξεκινήσουμε απ' ευθείας από μια 
υπερβολικά μεγάλη αγωγιμότητα Gmax. Σε αυτή την περίπτωση όμως ενδεχομένως να 
επιβαρύνουμε το στάδιο μείωσης με άσκοπες επαναλήψεις. Συνεπώς επιδιώκουμε να 
ανεβούμε γρήγορα τόσο όσο χρειάζεται. 
Εάν βρεθεί G m a x που να δίνει λύση, το οποίο είναι και το αναμενόμενο, τότε αρ¬
χίζουμε το δεύτερο στάδιο κατά το οποίο επαναληπτικά μειώνουμε την Gmax σύμφωνα 
με κάποιο βήμα-μείωσης. Σκοπός μας είναι η Gmax γίνει τόσο μικρή ώστε να μην 
επηρεάζει το κύκλωμα. Η τελική επανάληψη άλλωστε θα είναι με την Gmax μηδενι­
σμένη. Το βήμα-μείωσης δεν είναι σταθερό αλλά μεταβάλλεται κατά τη διάρκεια του 
αλγορίθμου, αποσκοπώντας σε μεγαλύτερη ταχύτητα. Η πολιτική που ακολουθούμε 
για το βήμα-μείωσης είναι άπληστη και αυτοδιορθούμενη. Δηλαδή σε κάθε επιτυχή 
επανάληψη κρατάμε την λύση για πιθανό πισωγύρισμα και αυξάνουμε το βήμα-μείωσης, 
ενώ σε κάθε αποτυχία επανερχόμαστε στην τελευταία επιτυχούσα τιμή της Gmax και το 
μειώνουμε. Εδώ πρέπει να προσέξουμε η μείωση και η διορθωτική αύξηση του βήματος-
μείωσης να μην είναι ίσες, διότι αυτό μπορεί να οδηγήσει σε αέναη παλινδρόμηση. Σε 
κάθε πισωγύρισμα η Gmax θα πρέπει να εξακολουθεί να είναι μικρότερη της τελευταίας 
επιτυχούσας τιμής, όσες διαδοχικές αποτυχίες και να έχουμε. 
Επαναλαμβάνουμε την όλη διαδικασία μέχρι να βρεθεί λύση ή μέχρι το βήμα-μείωσης 
να γίνει υπερβολικά μικρό. 
Παρακάτω παρατίθεται ο αλγόριθμος σε μορφή ψευδοκώδικα. 












1· Gmax ^ Gmax0 
// πίνακας συνεισφορών ρ,ονο γραμμικών στοιχείων 
// δεξί μέλος, διάνυσμα συνεισφορών πηγών 
// το τελευταίο ποσοστό της G m a x που έδωσε σύγκλιση 
// το ποσοστό της G m a x για την τρέχουσα επανάληψη 
// ποσοστιαίο βήμα μείωσης του perc 
// εναρκτήριο βήμα μείωσςη, μειώνεται σε κάθε αποτυχία 
// ποσοστιαία αύξηση του βήματος-μείωσης, πρέπει up > down 
// ποσοστιαία μείωση του βήματος-μείωσης-βάσης, πρέπει down < u p 
// απλά σηματοδοτεί την επιρυχία ή μη της Newton — Raphson 
w h i l e Gmax < Gmaxjthres d o 
A = A 0 + Gmax I N - 1 
ΛΤ„,„4-
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7: else 
8: Gmax 1000 * Gmax 
9: end if 
10: end while 
1L i f Gmax > Gmaxjthres t h e n 
12: return failure 
13: else 
1 4 : g = Gmax 
15: end if 
16: while g > Gminthres do 
17: perc «— fallback * ( 1 — decr step ) 
18: g <- perc * Gmax 
19: A = Ao + gIN-1 
20: conv-flag «— Newton_Raphson( A , x , r ) 
21: if conv-flag = true then 
22: Xoid x 
23: fallback «— perc 
24: decr Step «— decr Step + u p * decr Step // η μείωση στην επόμενης θα 
αυξηθεί κατά ένα ποσοστό της τωρινής 
25: else 
26: if decr step) < decr step .three then 
27: break 
28: end if 
29: X <- X 0 id 
30: decr step-base «— d o w n * decr step-base 
31: decr step «— decrstepJbase 
32: end if 
33: end while 
34: conv-flag «— Newton_Raphson(A0, x, r) / / τρέξιμο χωρίς g 
35: if conv-flag = f a l s e then 
36: return failure 
37: else 
38: return success 
39: end if 
3.4.3 Source-stepping 
Η μέθοδος αυτή έχει περισσότερο κυκλωματικό χαρακτήρα από την g — stepping η 
οποία εκμεταλλεύεται τις αγωγιμότητες ώστε να προσδώσει κυρίαρχη διαγώνιο στον 
πίνακα. Κατά τη διαδικασία βηματισμού πηγών, μηδενίζουμε όλες τις ανεξάρτητες πηγές 
του κυκλώματος και τις επαναφέρουμε σταδιακά. Μηδενίζοντας τις πηγές σταματά να 
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υπάρχει ζωή στο κύκλωμα, και εφόσον τίποτα δεν κινείται το x = 0 είναι μια τετριμμένη 
λύση. Ξεκινώντας από αυτή την λύση 
με μικρά βήματα επαναφέρουμε κάθε πηγή στην αρχική της τιμή. Σε κάθε βήμα όπως 
και πριν τρέχουμε Newton-Raphson. Εύκολα φαίνεται κι εδώ ότι η μέθοδος αποτελεί 
ομοτοπία. Τροποποίηση μπορεί να εκφραστεί στην παρακάτω εξίσωση 
Είναι προφανές ότι για λ = 1 παίρνουμε το αρχικό πρόβλημα και για λ = 1 το ομογενές 
αυτού. 
Η μέθοδος αυτή είναι προγραμματιστικά πιο δελεαστική διότι αφήνει τον πίνακα του 
προβλήματος αμετάβλητο αφού το μόνο που αλλάζει σε κάθε επανάληψη είναι το διάνυ¬
σμα συνεισφοράς των πηγών, δηλαδή το δεξί μέλος της εξίσωσης. 
Ο α λ γ ό ρ ι θ μ ο ς 
Σε αντίθεση με την g-stepping εδώ δεν έχουμε προπαρασκευαστικό βήμα. Το x = 0 
αποτελεί τετριμμένη λύση όταν το δεξί μέλος είναι μηδέν και επομένως αρχίζουμε απευ¬
θείας τις αυξήσεις, έχοντας έτοιμη την πρώτη λύση. Σκοπός μας είναι να αυξάνουμε 
σταδιακά το δεξί μέλος μέχρι να φτάσουμε στην αρχική του τιμή. Συνεπώς αυτό που 
παίζει σημαντικό ρόλο είναι η μεταβολή του βήματος-αύξησης. Η πολιτική κι εδώ ε¬
ίναι άπληστη και αυτοδιορθούμενη. Σε κάθε επιτυχή επανάληψη μεγαλώνουμε όλο και 
περισσότερο το βήμα . Εάν αυτή αποτύχει τότε γυρίζουμε στην προηγούμενη έγκυρη 
λύση δοκιμάζοντας ένα πιο μικρό βήμα. Εάν το βήμα αύξησης γίνει υπερβολικά μι¬
κρό τότε σταματάμε με αποτυχία. Αλλιώς συνεχίζουμε μέχρι οι πηγές να πάρουν την 
ονομαστική τους τιμή. Παρακάτω παρατίθεται ο αλγόριθμος σε μορφή ψευδοκώδικα. 
h ( x ( ^ ) G x ^ ) + Hg( x ^ ) ) — λr = 0. (3.12) 




// πίνακας συνεισφορών ρ,ονο γραμμικών στοιχείων 
// δεξί μέλος, διάνυσμα συνεισφορών πηγών 
Variables: 
fallback // το τελευταίο ποσοστό του Γο που έδωσε σύγκλιση 
// το ποσοστό του r 0 για την τρέχουσα επανάληψη 
// ποσοστιαίο βήμα αύξησης του perc 
// εναρκτήριο βήμα αύξησης, μειώνεται σε κάθε αποτυχία 
// ποσοστιαία αύξηση του βήματος-αύξησης, πρέπει up > down 
// ποσοστιαία μείωση του βήματος-αύξησης-βάσης, πρέπει down < up 







1: fallback «— 0 
2: while (perc «— fallback + incrstep) < 1 do 
3: r = perc * ro 
4: conv-flag «— Newton_Raphson( A , x , r ) 
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5: if conv-flag = true then 
6: Xold <- x 
7: fallback «— perc 
8: incrstep «— incrstep + up * incrstep // η αύξηση στην επόμενης θα 
αυξηθεί κατά ένα ποσοστό της τωρινής 
9: else 
10: x <- Xoid 
11: incrstepJbase «— d o w n * incrstep-base 
12: incrstep «— incrstepJbase 
13: end if 
14: if incrstepJbase < stepjmin then 
15: break 
16: end if 
17: end while 
18: conv-flag Newton_Raphson(A0, X, r 0 ) / / τρέξιμο με τις πηγές στο κανονικό τους 
19: if conv-flag = false then 
20: return failure 
21: else 
22: return success 
23: end if 
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3.4.4 Τ ε λ ι κ ά σ χ ό λ ι α 
Αν και αυτές οι μέθοδοι στην πλειονότητα των περιπτώσεων αποδίδουν καλά υπάρχουν 
κυκλώματα για τα οποία αποτυγχάνουν 2. Αυτό συμβαίνει συνήθως σε κυκλώματα 
με ανάδραση όπου έχουμε παραπάνω από ένα σημεία λειτουργίας. Σε τέτοιες περι­
πτώσεις εφαρμόζεται μια πιο βαριά υπολογιστική μέθοδος, η ψευδομεταβατική (pseudo-
transient). Αυτή λειτουργεί λαμβάνοντας υπόψιν τα δυναμικά στοιχεία. Ακόμα και αυτή 
η μέθοδος όμως έχει την αχίλλειο πτέρνα της, καθώς αποτυγχάνει στην ύπαρξη τα­
λαντώσεων. Γενικά κυκλώματα με πολλαπλά σημεία λειτουργίας προκαλούν ιδιαίτερο 
πονοκέφαλο αφού όχι μόνο πρέπει να πετύχουμε σύγκλιση αλλά και να την κατευ¬
θύνουμε προς το επιθυμητό σημείο. Το θέμα αυτό αποτελεί ανοικτό πεδίο έρευνας. 
Στο πρόγραμμά μας η διαδικασία η οποία ακολουθείται είναι η εξής: 
1. Από το στάδιο του parsing όλες οι ενώσεις PN αρχικοποιούνται σε ορθή πόλωση. 
2. Στο στάδιο του σχηματισμού του βασικού γραμμικού πίνακα (πριν τις γραμμικο-
ποιήσεις) εισάγουμε τις στατικές g m i n σύμφωνα με το σχήμα 3.5. 
3. Επιχειρούμε Newton-Raphson με αρχικό σημείο το μηδέν ή κάποιο δοσμένο από 
το χρήστη ( το οποίο διαβάζεται από κάποιο αρχείο). 
4. Εάν η Newton-Raphson αποτύχει τότε δοκιμάζουμε g-stepping . 
5. Εάν η g-stepping αποτύχει τότε τρέχουμε source-stepping . 
6. Εάν εξακολουθούμε να μην έχουμε σύγκλιση τότε εγκαταλείπουμε αναφέροντας 
αποτυχία. 
2Βέβαια ισχύει ότι για οποιοδήποτε αλγόριθμο υπάρχει ένα πρόβλημα για το οποίο αυτός αποτυγ­
χάνει, συνεπώς η πιθανή αποτυχία των μεθόδων αυτών δεν πρέπει να μας εκπλήσσει. 
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Κεφάλαιο 4 
Προσομο ιώσε ι ς 
Σε αυτό το κεφάλαιο προσομοιώνουμε μια σειρά από κυκλώματα και συγκρίνουμε τα 
αποτελέσματα του προγράμματός μας με αυτά του NGSPICE. Όλα τα κυκλώματα πε­
ριέχουν μη-γραμμικά στοιχεία. Ιδιαίτερη έμφαση δόθηκε στα κυκλώματα που υλοποιο¬
ύν λογικές πύλες. Σε κάθε περίπτωση παρουσιάζουμε το σχηματικό διάγραμμα του 
κυκλώματος, το αρχείο εισόδου που περιγράφει το αντίστοιχο κύκλωμα που και τα 
αποτελέσματα των προσομοιώσεων. 
Η επίλυση του γραμμικού συστήματος που προκύπτει μετά την γραμμικοποίηση , γίνεται 
με L U παραμετροποίηση. 
4.1 Ψ α λ ι δ ι σ τ ή ς δ ύ ο δ ι ό δ ω ν 
Στο σχήμα 4.1 παρουσιάζεται ένας ψαλιδιστής δύο διόδων. Όπως φαίνεται και στο 
αρχείο εισόδου, κατά την προσομοίωση κρατάμε σταθερή την τάση της V2 και μετα­
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* 2 - d i o d e - c l i p p e r t e s t c i r c u i t 
* ================================ 
r R e s 1 
r R e s 2 
























.model Diode_mdl D I S = 1 e - 1 4 
SIMULATION OPTIONS 
.dc vV1 -6 6 0.01 
. p l o t N(nd_2) 
CONVERGENCE OPTIONS 
. gmin 
. r e l t o l 
. a b s t o l v 












Αρχείο εισόδου 4.1: Αρχείο προσομοίωσης σχήματος 
4.1. dc-sweep ανάλυση με την V2 να μεταβάλλεται. 
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DC σάρωση της πηγής V1 
-2 0 
V1(V) 









DC σάρωση της πηγής V1 
-2 0 
V1(V) 














2 4 6 
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4.2 3 δ ίοδοι σ τ η σ ε ι ρ ά 
Αυτό το κύκλωμα , σχήμα 4.4 , αποτελείται από τρεις διόδους συνδεδεμένες στη σειρά 
οδηγούμενες από μία πηγή ρεύματος. Μια τέτοια διάταξη είναι ένας πολύ απλός στα­
θεροποιητής τάσης. Κατά την προσομοίωσης μεταβάλουμε την πηγή και περιμένουμε 
μια σταθερή πτώση τάσης σε κάθε κόμβο. 
-ι, * 
* 3 - d i o d e s 
•j,  
t e s t c i r c u i t 
* 















i l s r c l 0 nd_1 1m 






.dc i I s r c 1 0 1m 0 
. p l o t N(nd_1) N(nd_2) 
01m 







. r e l t o l 
. a b s t o l v 






Σχήμα 4.4: Μεταβάλουμε την πηγή 
ρεύματος που οδηγεί τις διόδους και 
περιμένουμε σταθερή πτώση τάσης 
σε κάθε κόμβο. 
Αρχείο εισόδου 4.2: Αρχείο προσομοίωσης σχήμα­
τος 4.4. dc-sweep ανάλυση με την Ι\ να μεταβάλ¬
λεται. 
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DC σάρωση της Ι χ 
. 
1 1 










Vnd2 v s -U  
V„d3 vs Ι χ 
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 






Σχήμα 4.5: Αποτελέσματα προσομοίωσης δικού μας προγράμματος. 












— — — 
1 
















Vnd2 v s 41 
V„d3 VS Ιχ 
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 
I i (mA) 
Σχήμα 4.6: Αποτελέσματα προσομοίωσης NGSPICE. 
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4.3 N A N D - D T L 
Στο σχήμα 4.7 παρουσιάζεται μια υλοποίηση πύλης NAND δύο εισόδων, αποτελούμενη 
από διόδους και διπολικά τρανζίστορ. Κατά την προσομοίωση κρατάμε την μία είσοδο 
σταθερή σε υψηλή στάθμη (VinA = 3V) και μεταβάλλουμε την δεύτερη είσοδο από 
χαμηλή σε υψηλή στάθμη (0 — 1.5). Αυτό που περιμένουμε είναι η έξοδος της πύλης, 
που είναι στον συλλέκτη του Qx , να έχει υψηλή στάθμη όσο οι δύο είσοδοι έχουν 
διαφορετική λογική τιμή και χαμηλή στάθμη όταν και οι δύο βρίσκονται στο ίδιο λογικό 
διάστημα. 
ndvcc 
Σχήμα 4.7: NASND δύο εισόδων σε συνδεσμολογία diode-transistor-logic. 
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
09/12/2017 12:57:23 EET - 137.108.70.7











































* t e s t c i r c u i t , nand2 d i o d e - t r a n s i s t o r l o g i c 
* ========================================================= 
rRb 






nd_1 nd_vcc 30k 
nd_vcc n d _ c o l 3k 
nd_1 n d _ i nA s i mpleDi ode 
nd_1 n d _ i nB s i mpleDi ode 
nd_1 nd_base s i mpleDi ode 
n d _ c o l nd_base 0 s i m p l e B J T VBE0=0.6 VBC0=0.6 
nd_vcc 0 3.3 
* /////// A, s e t on h i g h , l o g i c 1 
v V i nA n d _ i nA 0 3 
*/////// B, s e t on l o w , l o g i c 0 
v V i nB n d _ i nB 0 0.1 
.model s i mpleDi ode D I S =1 e -1 4 
.model s i mpleBJT NPN I S =1 e -1 6 BF=1 00 BR=1 
* ========================================================= 
* S I MULATI O N OPTI ONS 
* ========================================================= 
.dc vVinB 0 1.5 0.01 
. p l o t N( n d _ c o l ) 
* ========================================================= 
* CONVERGENCE OPTI O NS 
* ========================================================= 
. gmi n 
. r e l t o l 
. a b s t o l v 






Αρχείο εισόδου 4.3: Αρχείο προσομοίωσης σχήματος 4.7. dc-sweep ανάλυση με την 
ViriB να μεταβάλλεται. 
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 
V i n B (V) 
1.2 1.4 1.6 
Σχήμα 4.8: Αποτελέσματα προσομοίωσης δικού μας προγράμματος. 











k  \ 
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 
VinB (V) 
1.2 1.4 1.6 
Σχήμα 4.9: Αποτελέσματα προσομοίωσης NGSPICE. 
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4.4. ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΕΑΣ NPN 59 
4.4 Α ν α σ τ ρ ο φ έ α ς npn 
Στο σχήμα 4.10 φαίνεται η υλοποίησης ενός αντιστροφέα μόνο με χρήση διπολικών 
τρανζίστορ. Η είσοδος της διάταξης βρίσκεται στον εκπομπό του Q i και η έξοδος 
λαμβάνεται από τον συλλέκτη του Q 2 . Κατά την την προσομοίωση μεταβάλουμε την 
Vin από μια χαμηλή σε μια υψηλή στάθμη. 








n d c 2 
Q2 
0 : 0.01 : 2 
Σχήμα 4.10: δεν εχει συμπληρωθεί 
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Αρχείο εισόδου 4.4: Αρχείο προσομοίωσης κυκλώματος 4.10. 
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Vout ( Vnd c o 
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 
V i n (V) 
Σχήμα 4.11: Αποτελέσματα προσομοίωσης δικού μας προγράμματος. 

















ι Vnd c o 
ι , 
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 
V i n (V) 
Σχήμα 4.12: Αποτελέσματα προσομοίωσης NGSPICE. 
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4.5 A N D - N P N 
Στο σχήμα 4.13 φαίνεται η μια υλοποίησης λογικής πύλης AND δύο εισόδων, μόνο 
με διπολικά τρανζίστορ. Το κύκλωμα αποτελείται από δύο μέρη. Μια πύλη NAND η 
οποία οδηγεί έναν αντιστροφέα. Τα σημεία εισόδου είναι οι βάσεις των τρανζίστορ Q A 
και Q B . Η έξοδος της NAND λαμβάνεται από τον κόμβο ndout ενώ η έξοδος της AND 
από τον κόμβο ndi3. Κατά την προσομοίωση κρατάμε την V i n A σταθερή σε υψηλή 
στάθμη και μεταβάλουμε την V i n B μεταξύ των δύο άκρων. 
Σχήμα 4.13: Λογική πύλη AND δύο εισόδων υλοποιημένη μόνο με NPN τρανζίστορ. 
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4.5. AND-NPN 63 
* =========================================================== 
* t e s t c i r c u i t ,npn-and gate 
* =========================================================== 
rResl nd_5 nd_4 4k 
rRes2 nd_5 nd_6 1 .6k 
rRes3 nd_5 nd_7 120 
rRes4 nd_9 0 2k 
rRes5 nd_out nd_10 25 
rRes6 nd_5 nd_11 4k 
rRes7 nd_5 nd_13 1 .6k 
rRes8 nd_14 0 25 
qQA nd_3 nd_4 nd_1 simpleBJT VBE0=0.7 VBC0=0.7 
qQB nd_3 nd_4 nd_2 simpleBJT VBE0=0.7 VBC0=0.7 
qQ1 nd_6 nd_3 nd_9 simpleBJT VBE0=0.7 VBC0=0.7 
qQ2 nd_7 nd_6 nd_8 simpleBJT VBE0=0.7 VBC0=0.7 
qQ3 nd_8 nd_8 nd_out simpleBJT VBE0=0.7 VBC0=0.7 
qQ4 nd_10 nd_9 0 simpleBJT VBE0=0.7 VBC0=0.7 
qQinvl nd_12 nd_11 nd_out simpleBJT VBE0=0.7 VBC0=0.7 
qQinv2 nd_13 nd_12 nd_14 simpleBJT VBE0=0.7 VBC0=0.7 
vVinA nd_1 0 5 
vVinB nd_2 0 0 . 1 
vVcc nd_5 0 5 
.model simpleBJT NPN IS=1e-16 BF=100 BR=1 
* =========================================================== 
* SIMULATION OPTIONS 
* =========================================================== 
.dc vVinB 0 5 0.01 
.plot N(nd_out) N(nd_13) 
* =========================================================== 
* CONVERGENCE OPTIONS 
* =========================================================== 
.maxiter 50 
. gmin 1e-12 




Αρχείο εισόδου 4.5: Αρχείο προσομοίωσης κυκλώματος 4.13. 
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CO 
DC σάρωση της V i n B όταν η V i n A σταθερή στα 5V 






0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 
VinB (V) 
Σχήμα 4.14: Αποτελέσματα προσομοίωσης δικού μας προγράμματος. 
D C σάρωση της V i n B όταν η V i n A σταθερή στα 5V 
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VinB iV) 
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4.6. NAND-CMOS 65 
4.6 N A N D - C M O S 
Στο σχήμα 4.16 φαίνεται η πλέον κλασική υλοποίηση λογικής πύλης NAND δύο ει­
σόδων με τεχνολογία CMOS. Κατά την προσομοίωση κρατάμε την είσοδο VinA σταθερή 
σε λογικό 1 (υψηλή στάθμη) και μεταβάλλουμε την VinB μεταξύ των δύο άκρων. Στην 
συνέχεια επαναλαμβάνουμε, κρατώντας την V i n B σταθερή και σαρώνοντας την VinA. 
Τα δύο αποτελέσματα οφείλουν να διαφέρουν, λόγο του φαινόμενου σώματος (body 
effect). 
Σχήμα 4.16: Λογική πύλη NAND δύο εισόδων με τεχνολογία CMOS. 
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vVdd nd_vdd 0 5 
vVinA nd_ inA 0 5 
vVinB nd_ i n B 0 0 
#vVinA nd_ inA 0 0 
#vVin B nd_ i n B 0 5 
mPMosA nd_out n d _ i nA nd_vdd nd_vdd mypmos L=1u W=32u 
mPMosB nd_out n d _ i nB nd_vdd nd_vdd mypmos L=1u W=32u 
mNMosA nd_out n d _ i nA nd_SA 0 mynmos L=1u W = 32u 
mNMosB nd_SA n d _ i nB 0 0 mynmos L=1u W = 32u 
t e s t c i r c u i t , cmos nand g a t e 
.model mypmos PMOS VT0=-0.7 KP=100u 
.model mynmos NMOS VT0=0.7 KP=100u 
SIMULATION OPTIONS 
.dc vVinB 0 5 0.01 
#.dc v V i nA 0 5 0.01 
. p l o t N ( n d _ o u t ) N ( n d _ i n A ) N ( n d _ i n B ) 
CONVERGENCE OPTIONS 
. m a x i t e r 
. gmi n 
. r e l t o l 
. a b s t o l v 







Αρχείο εισόδου 4.6: Αρχείο προσομοίωσης κυκλώματος 4.16. Οι γραμμές για τη 
σάρωση του VinA όταν η VinB είναι σταθερή βρίσκονται σε σχόλια. 
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DC σάρωση των V i n A , V i n B  












0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 
Vin A , Vin Β (V) 
Σχήμα 4.17: Αποτελέσματα προσομοίωσης δικού μας προγράμματος. Σάρωση κάθε 
εισόδου όταν η άλλη είναι σταθερή σε υψηλή στάθμη. Παρατηρούμε την διαφορά των 






D C σάρωση των V i n A , V i n B 
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V i n A , V i n B (V) 
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4.7 OR-CMOS 
Στο σχήμα 4.19 φαίνεται η υλοποίηση μαι πύλης OR δύο εισόδων σε τεχνολογία CMOS. 
Η πύλη αποτελείται από δύο μέρη. Το πρώτο στάδιο υλοποιεί μια πύλη NOR η οποία 
σε δεύτερη φάση οδηγεί έναν αντιστροφέα. Κατά την προσομοίωση κρατάμε σταθερή 
την είσοδο VINA = 0 και μεταβάλουμε την VINB μεταξύ των δύο ακραίων τιμών, 0 και 
















^ 0 : 0.01 : 5 
Σχήμα 4.19: Λογική πύλη OR δύο εισόδων με τεχνολογία CMOS. 
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Αρχείο εισόδου 4.7: Αρχείο προσομοίωσης κυκλώματος 4.19. 
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DC σάρωση των V i n A , V i n B 
1 I I I I I I I Γ 







1.5 2 2.5 3 3.5 
VinA , Vins (V) 
4 4.5 5 
Σχήμα 4.20: Αποτελέσματα OR-CMOS δικού μας προγράμματος. Σάρωση έκαστης 







D C σάρωση των V i n A , V i n B 
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4.8. NPN-MOSFET 71 
4.8 N P N - M O S F E T 
Στο σχήμα 4.22 παρουσιάζεται ένα δοκιμαστικό κύκλωμα δανεισμένο από [9] ( Circuit 
Simulation ). Στο κύκλωμα μετέχουν τρανζίστορ και των δύο τύπων (BJT, MOS­









nd 4 >• 
nd2 
Qi 
0 : 0.01 : 3 
R4 
100 





Σχήμα 4.22: Δοκιμαστικό κύκλωμα από [9] Circuit Simulation 
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* t e s t c i r c u i t from " C i r c u i t S i m u l a t i o n " , F. Najm 
* =========================================================== 
r R e s 1 
r R e s 2 
r R e s 3 






.model b j t NPN I S = 1 e - 1 6 BF=100 BR=1 
.model mos NMOS VT0=0.7 KP=100u 
nd_1 nd_2 450 
nd_3 nd_4 640 
nd_4 nd_5 450 
nd_3 nd_6 100 
nd_4 nd_2 0 b j t VBE0 =0.6 VBC0 =0.6 
nd_6 nd_5 nd_7 b j t VBE0 =0.6 VBC0 =0.6 
nd_7 nd_2 0 0 mos L=1u W=32u 
nd_3 0 3 
nd_1 0 1 .5 
SIMULATION OPTIONS 
.dc v V i n 0 3 0.01 
. p l o t N(nd_7) N(nd_4) N(nd_6) 
CONVERGENCE OPTIONS 
. gmin 
. r e l t o l 
. a b s t o l v 






Αρχείο εισόδου 4.8: Αρχείο προσομοίωσης κυκλώματος 4.22. 
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4.8. NPN-MOSFET 73 





















1 Vnd 4  
Vnd6  
Vnd 7  
u t ' ! ! 
0 0.5 1 1.5 
V i n (V) 
2 2.5 
Σχήμα 4.23: Αποτελέσματα δικού μας προγράμματος. 







d n 1.5 
V 
4 





V i n (V) 
2.5 
i 
Vnd 4  
Vnd 6  
Vnd 7  
<r. J — 1 
Σχήμα 4.24: Αποτελέσματα NGSPICE. 
3 
0 1 2 3 
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Κεφάλαιο 5 
Μ ε γ ά λ α κυκλώματα-Αραιοί 
πίνακες 
Στο προηγούμενο κεφάλαιο προσομοιώσαμε κυκλώματα τα οποία περιείχαν μη γραμ­
μικά στοιχεία αλλά ήταν μικρά σε μέγεθος. Με μεγάλη υπομονή και αρκετές ανοχές 
στην ακρίβεια ορισμένα από αυτά θα μπορούσαν να λυθούν και με το χέρι. Σε αυτό 
το κεφάλαιο θα εστιάσουμε σε κυκλώματα μεγάλης έκτασης, τέτοιου μεγέθους που 
ακόμα και με την χρήση υπολογιστών χρειαζόμαστε ειδικές μεθόδους. Πιο συγκεκρι­
μένα εστιάζοντας σε ολοκληρωμένα κυκλώματα θα προσομοιώσουμε κυκλώματα που 
αποτελούνται από ένα πολύ μεγάλο γραμμικό μέρος (δίκτυο τροφοδοσίας) και ένα μικρό 
μη γραμμικό κομμάτι (datapath). 
Για την αντιμετώπιση των μεγάλων κυκλωμάτων τα οποία δίνουν, όπως θα δούμε α­
ραιούς πίνακες χρησιμοποιήσαμε την βιβλιοθήκη CSparse του Tim Davis, [3]. 
Τα δίκτυα τροφοδοσίας τα οποία χρησιμοποιούνται για τις προσομοιώσεις του κεφα­
λαίου αυτού επιλέχθηκαν από την εξής διεύθυνση [6]. Η δομή των αρχείων αυτών 
περιγράφεται στο [10]. 
Σε όλες τις προσομοιώσεις η επίλυση του προκύπτοντος γραμμικού συστήματος γίνεται 
με L U πραγματοποίηση και διάταξη προσεγγίζοντος ελάχιστου βαθμού (amd). Οι 
επιλογές αυτές είναι οι προκαθορισμένες. Επιλογή άλλων μεθόδων και διάταξης μπορεί 
να γίνει μέσω του αρχείου εισόδου. 
5.1 Κ υ κ λ ώ μ α τ α και αραιοί π ί ν α κ ε ς 
Δεν είναι δύσκολο να δει κανείς ότι ένα πρόβλημα προσομοίωσης που δομείται σύμφωνα 
με την τροποποιημένη μέθοδο κόμβων θα περιγράφεται από έναν αραιό πίνακα A. Και 
μάλιστα όσο πιο πολλούς κόμβους έχουμε τόσο πιο αραιός ο πίνακας αυτός. Για μια 
σύντομη ανάλυση, ας θεωρήσουμε ένα κύκλωμα το οποίο έχει N + 1 κόμβους και 
καθόλου πηγές τάσης. 1 Αυτό σημαίνει ότι το διάνυσμα αγνώστων x έχει N στοιχεία και 
ο πίνακας A N 2 . Κάθε γραμμή όπως είδαμε στο Κεφάλαιο 1 εξισώνει τα ρεύματα που 
διέρχονται από τον αντίστοιχο κόμβο. Εάν υποθέσουμε ότι τα ρεύματα εξαρτώνται από 
1Αν και η ύπαρξη πηγών τάσης κάνει τον πίνακα περισσότερο αραιό, για χάρη ευκολίας και υπολο­
γισμών θεωρούμε ότι δεν έχουμε. 
75 
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X δυναμικά (χειρότερη περίπτωση, έστω τα περισσότερα στοιχεία τριών ακροδεκτών) 
και έστω ότι σε κάθε κόμβο κατά μέσο όρο προσπίπτουν Y ακροδέκτες τότε η κάθε 
γραμμή θα έχει Y * (X — 1) μη μηδενικές θέσεις. Αρα για τον πίνακα θα έχουμε 
N * Y * (X — 1) μη μηδενικά στοιχεία. Εάν τώρα αντικαταστήσουμε N = 1000, 
X = 3 (κάθε ρεύμα εξαρτάται από 3 δυναμικά), Y = 4 (σε κάθε κόμβο ακουμπάν 4 
ακροδέκτες) τότε έχουμε 1000 * 4 * 3 = 12000 μη μηδενικές θέσεις, έναντι 10002 = 
1000000 συνολικές θέσεις. Αξίζει να σκεφτούμε ότι καθώς οι κόμβοι αυξάνονται οι 
συνολικές θέσει αυξάνονται τετραγωνικά ενώ οι μη μηδενικές γραμμικά. (Τα X και Y 
μένουν σταθερά ως προς το N.) Στην περίπτωση που συνυπολογίσουμε πηγές τάσης, 
ο πίνακας γίνεται πιο αραιός διότι κάθε μια πηγή αυξάνει τις συνολικές θέσεις κατά 
2N και τις μη μηδενικές μόλις κατά 4, δύο τιμές στις αντίστοιχες γραμμή και στήλη. 
Καταλήγουμε οπότε με αυτή την απλή αλλά ενδεικτική ανάλυση ότι τα μη μηδενικά 
στοιχεία φράσσονται γραμμικά εκ των άνω από το πλήθος των κόμβων,δηλαδή μη 
μηδενικές θέσεις είναι O(cN). 
Έχοντας ως δεδομένο ότι ένας αριθμός διπλής ακριβείας χρειάζεται 8 bytes για την 
αναπαράσταση του τότε για ένα κύκλωμα με 100000 = 10(5) κόμβους χρειαζόμαστε 
8 * 10(10) = 80GB μνήμη. Βλέπουμε ότι το κύκλωμα δεν χρειάζεται να γίνει πολύ 
μεγάλο ώστε να υπάρχει δυσκολία απλά στην αναπαράστασή του. 
Ο τρόπος με τον οποίο αντιμετωπίζεται το πρόβλημα αυτό είναι με χρήση ειδικών δομών 
για την αναπαράσταση των πινάκων όπου αποθηκεύουμε μ ό ν ο τα μη-μηδενικά στοιχεία, 
τα οποία όπως είδαμε είναι γραμμικά στο πλήθος των κόμβων. Δεν θα επεκταθούμε 
στην πρακτική υλοποίηση των αραιών πινάκων. Για περισσότερα παραπέμπουμε στο 
[3], το οποίο αποτελεί και κύριο εγχειρίδιο της βιβλιοθήκης CSparse την οποία χρησι¬
μοποιήσαμε. 
Σκοπός μας εδώ ήταν να δείξουμε την αραιή φύση του προβλήματος της προσομοίωσης 
κυκλωμάτων, να αναπτύξουμε μια διαίσθηση των μεγεθών και να δούμε πως η χρήση 
αραιών πινάκων είναι αναγκαία για κυκλώματα μεγάλης κλίμακας. 
5.2 Μ ι κ ρ ό δ ί κ τ υ ο τ ρ ο φ ο δ ο σ ί α ς και α ν τ ι σ τ ρ ο -
φ έ α ς 
Το κύκλωμα αυτό παρουσιάστηκε ως στοιχειώδες δίκτυο τροφοδοσίας στο [10]. Α¬
ποτελείται από 79 κόμβους. Μπορεί να βρεθεί στην [6] ή στο αντίστοιχο άρθρο. Για 
την προσομοίωση εντάξαμε έναν αντιστροφέα μεταξύ ενός κόμβου του δικτύου υψη­
λής τάσης VDD και ενός του δικτύου γείωσης Vss. Κατά την προσομοίωση η είσοδος 
κάνει σάρωση μεταξύ των δύο ακραίων τιμών. Το κύκλωμα προσομοιώθηκε από το 
πρόγραμμά μας με χρήση αραιών πινάκων, και μέθοδο επίλυσης L U . Επίσης για σύγ¬
κριση προσομοιώθηκε και από το NGSPICE χωρίς χρήση αραιών πινάκων. Η επιλογή 
της χρήσης αραιών πινάκων γίνεται με την εντολή .spr στο αρχείο εισόδου. 
t e s t c i r c u i t , s m a l l power g r i d and i n v e r t e r 
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* l a y e r : M1.VDD n e t : 1 
R4 n1_0_0 n1 _50_0 1 . 25 
R5 n1_50_0 n1 _100_0 1 . 25 
R6 n1_100_0 n1 _150_0 1 . 25 
R7 n1_0_50 n1 _50_50 1 . 25 
R8 n1_50_50 n1_100_50 1 . 25 
R9 n1_100_50 n1_150_50 1 . 25 
R1 0 n1_0_100 n1_50_100 1 . 25 
R1 1 n 1 _50_100 n 1 _ 1 0 0 _ 1 0 0 1 . 25 
R12 n 1 _ 1 0 0 _ 1 0 0 n 1 _ 1 5 0 _ 1 0 0 1 . 25 
R13 n1_0_150 n1_50_150 1 . 25 
R1 4 n1_50_150 n 1 _ 1 0 0 _ 1 5 0 1 . 25 
R1 5 n 1 _ 1 0 0 _ 1 5 0 n 1 _ 1 5 0 _ 1 5 0 1 . 25 
* v i a s f r o m : 1 to 3 
V1 6 n1 _0_0 n3_0_0 0 . 0 
V17 n1_0_50 n3_0_50 0 . 0 
V1 8 n1_0_100 n3_0_100 0 . 0 
V1 9 n1_0_150 n3_0_150 0 . 0 
V20 n1_50_0 n3_50_0 0 . 0 
V21 n1_50_50 n3_50_50 0 . 0 
V22 n1_50_100 n3_50_100 0 . 0 
V23 n1_50_150 n3_50_150 0 . 0 
V24 n1_100_0 n3_100_0 0 . 0 
V25 n1_100_50 n3_100_50 0 . 0 
V26 n 1 _ 1 0 0 _ 1 0 0 n 3 _ 1 0 0 _ 1 0 0 0 . 0 
V27 n 1 _ 1 0 0 _ 1 5 0 n 3 _ 1 0 0 _ 1 5 0 0 . 0 
V28 n1_150_0 n3_150_0 0 . 0 
V29 n1_150_50 n3_150_50 0 . 0 
V30 n 1 _ 1 5 0 _ 1 0 0 n 3 _ 1 5 0 _ 1 0 0 0 . 0 
V31 n 1 _ 1 5 0 _ 1 5 0 n 3 _ 1 5 0 _ 1 5 0 0 . 0 
* l a y e r : M2,VDD n e t : 3 
R32 n3_0_0 n3_0_50 1 . 25 
R33 n3_0_50 n3_0_100 1 . 25 
R34 n3_0_100 n3_0_150 1 . 25 
R35 n3_50_0 n3_50_50 1 . 25 
R36 n3_50_50 n3_50_100 1 . 25 
R37 n3_50_100 n3_50_150 1 . 25 
R38 n3_100_0 n3_100_50 1 . 25 
R39 n3_100_50 n 3 _ 1 0 0 _ 1 0 0 1 . 25 
R40 n 3 _ 1 0 0 _ 1 0 0 n 3 _ 1 0 0 _ 1 5 0 1 . 25 
R41 n3_150_0 n3_150_50 1 . 25 
R42 n3_150_50 n 3 _ 1 5 0 _ 1 0 0 1 . 25 
R43 n 3 _ 1 5 0 _ 1 0 0 n 3 _ 1 5 0 _ 1 5 0 1 . 25 
* l a y e r : M1,GND n e t : 0 
R44 n0_25_25 n0_75_25 1 . 25 
R45 n0_75_25 n 0 _ 1 2 5 _ 2 5 1 . 25 
R46 n0_25_75 n0_75_75 1 . 25 
R47 n0_75_75 n 0 _ 1 2 5 _ 7 5 1 . 25 
r r 0 n3_0_0 _X_n3_0_0 
v1 _X_n3_0_0 0 
r r 2 n 2 _ 1 2 5 _ 1 2 5 _X_n2_125_125 
v3 _X_n2_1 25_1 25 0 
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R48 n 0 _ 2 5 _ 1 2 5 n 0 _ 7 5 _ 1 2 5 1 . 25 
R49 n 0 _ 7 5 _ 1 2 5 n 0 _ 1 2 5 _ 1 2 5 1 . 25 
* l a y e r : M2,GND n e t : 2 
R50 n2_25_25 n2_25_75 1 . 25 
R51 n2_25_75 n2_25_125 1 . 25 
R52 n2_75_25 n2_75_75 1 . 25 
R53 n2_75_75 n2_75_125 1 . 25 
R54 n2 _ 1 2 5 _ 2 5 n2_125_75 1 . 25 
R55 n 2 _ 1 2 5 _ 7 5 n 2 _ 1 2 5 _ 1 2 5 1 . 25 
* v i a s from: 0 to 2 
V56 n0_25_25 n2_25_25 0.0 
V57 n0_25_75 n2_25_75 0.0 
V58 n0 _ 2 5 _ 1 2 5 n 2 _ 2 5 _ 1 2 5 0.0 
V59 n0_75_25 n2_75_25 0.0 
V60 n0_75_75 n2_75_75 0.0 
V61 n 0 _ 7 5 _ 1 2 5 n 2 _ 7 5 _ 1 2 5 0.0 
V62 n 0 _ 1 2 5 _ 2 5 n 2 _ 1 2 5 _ 2 5 0.0 
V63 n 0 _ 1 2 5 _ 7 5 n 2 _ 1 2 5 _ 7 5 0.0 
V64 n 0 _ 1 2 5 _ 1 2 5 n 2 _ 1 2 5 _ 1 2 5 0.0 
i B0_0_v 
i B0_0_g 
i B 0 _ 1 _v 











i B 0 _ 7 _ v 
i B 0 _ 7 _ g 
i B0_8_v 
i B 0 _ 8 _ g 
i B 0 _ 9 _ v 
i B 0 _ 9 _ g 
i B 0 _ 1 0 _ v 
i B 0 _ 1 0 _ g 
i B 0 _ 1 1 _ v 
i B 0 _ 1 1 _ g 
i B 0 _ 1 2 _ v 
i B 0 _ 1 2 _ g 
i B 0 _ 1 3 _ v 
i B 0 _ 1 3 _ g 
i B 0 _ 1 4 _ v 
i B 0 _ 1 4 _ g 
i B 0 _ 1 5 _ v 





























n1_ 1 5 0 _ 1 0 0 
0 























n0 _ 2 5 _ 1 2 5 
0 
n0 _ 7 5 _ 1 2 5 
0 
n0 _ 1 2 5 _ 2 5 
0 
n0 _ 1 2 5 _ 2 5 
0 
n0 _ 1 2 5 _ 7 5 
0 
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* INVERTER PART 
* =============================================== 
v V i n n d _ i n 0 5 
mMosP nd_out n d _ i n n 1 _ 1 0 0 _ 1 0 0 n 1 _ 1 0 0 _ 1 0 0 mypmos L=1u W=32u 
mMosN nd_out n d _ i n n 0_25_25 n0_25_25 mynmos L=1u W=32u 
.model mypmos PMOS VT0=-0.7 KP=100u 
.model mynmos NMOS VT0=0.7 KP=100u 
* =============================================== 
* SIMULATION OPTIONS 
* =============================================== 
.dc v V i n 0 5 0.01 
. p l o t N ( n d _ o u t ) N ( n d _ i n ) 
. s p r 
. l u 
. o r d e r 1 
* =============================================== 
* CONVERGENCE OPTI ONS 
* =============================================== 
.gmin 1 e -1 2 
. r e l t o l 1 u 
. a b s t o l v 1 u 
. a b s t o l i 1 p 
. end 
Αρχείο εισόδου 5.1: Αρχείο προσομοίωσης δικτύου τροφοδοσίας 79 κόμβων και ενός 
αντιστροφέα με χρήση αραιών πινάκων. 
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D C σάρωση της Vin 
1 I I I I I I I Γ 
iout 
ι 
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 
V i n (V) 













D C σάρωση της V i n 
1 I I I I I I I Γ 
Vnc iout 
ν 
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 
V i n (V) 
Σχήμα 5.2: Αποτελέσματα προσομοίωσης NGSPICE. 
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5.3 ibmpgl-and-cmos 
Εδώ προσομοιώνουμε το δίκτυο τροφοδοσίας ibmpgl με μια πύλη AND-CMOS. Στο 
αρχείο του δικτύου το οποίο μπορεί να βρεθεί στην ιστοσελίδα [6] ενθέσαμε μια πύλη 
NAND η οποία οδηγεί έναν αντιστροφέα. Για το γραμμικό κύκλωμα ισχύουν 
ibmpgl 




Πηγές τάσης 14308 
Στρώσεις μετάλλου 2 







































* n o n - l i n e a r p a r t od a n d - g a t e 
* ================================================================= 
* INPUTS 
vV i n A n d _ i n A 0 0 
v V i n B n d _ i n B 0 1.8 
* NAND 
mPMosA nd_out1 n d _ i n A n 1 _ 7 3 6 4 _ 1 8 5 2 7 n 1 _ 7 3 6 4 _ 1 8 5 2 7 mypmos L=1u W=32u 
mPMosB nd_out1 n d _ i n B n 1 _ 7 3 6 4 _ 1 8 5 7 5 n 1 _ 7 3 6 4 _ 1 8 5 7 5 mypmos L=1u W=32u 
mNMosA nd_out1 n d _ i n A nd_SA n 0 _ 1 5 5 4 _ 1 0 7 8 5 mynmos L=1u W=32u 
mNMosB nd_SA n d _ i n B n 0 _ 2 4 9 1 _ 1 0 7 8 5 n 0 _ 2 4 9 1 _ 1 0 7 8 5 mynmos L=1u W=32u 
* INVERTER 
mPMosINV nd_out nd_out1 n 1 _ 7 3 6 4 _ 1 8 6 0 8 n 1 _ 7 3 6 4 _ 1 8 6 0 8 mypmos L=1u W=32u 
mNMosINV nd_out nd_out1 n 0 _ 2 6 7 9 _ 1 0 7 8 5 n 0 _ 2 6 7 9 _ 1 0 7 8 5 mynmos L=1u W = 32u 
.model mypmos PMOS VT0=-0.6 KP=100u 
.model mynmos NMOS VT0=0.6 KP=100u 
* ================================================================== 
* SIMULATION OPTIONS 
* ================================================================== 
.dc vVinA 0 1.8 0.02 
. p l o t N ( n d _ o u t 1 ) N ( n d _ o u t ) 
. s p r 
. l u 
. o r d e r 1 
* ================================================================== 
* CONVERGENCE OPTI ONS 
* ================================================================== 
.ma x i t e r 30 
.gmin 1 e -1 0 
. r e l t o l 1 u 
. a b s t o l v 1 u 
. a b s t o l i 1 00p 
. end 
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Αρχείο εισόδου 5.2: Κομμάτι αρχείου προσομοίωσης πύλης AND-CMOS με το 
























n d o u t ( a 
ind) -





lunniii n in mi 11 111 1 111 ι in HUT 
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 
V i n A (V) 
Σχήμα 5.3: Αποτελέσματα προσομοίωσης του ibmpgl με μια and-coms. 
5.4 ibmpg2-nand (2inverters) 
Εδώ προσομοιώνουμε το δίκτυο τροφοδοσίας ibmpg2 με μια πύλη NAND-CMOS. Η 
πύλη οδηγεί δύο αντιστροφείς που είναι συνδεδεμένοι στη σειρά. Το αρχείο του δικτύου 
μπορεί να βρεθεί στην ιστοσελίδα [6]. Για το γραμμικό κομμάτι ισχύουν 
ibmpg2 




Πηγές τάσης 330 
Στρώσεις μετάλλου 5 
Παρακάτω παραθέτουμε μόνο τις εντολές που ενθέσαμε στο αρχείο του δικτύου. 
* ================================================================= 
* non- l i n e a r p a r t o f n a n d - i n v - i n v 
* ================================================================= 
* I NP UTS 
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v V i n A n d _ i n A 0 0 
v V i n B n d _ i n B 0 1.5 
* NAND 
mPMosA n d _ o u t _ n a n d n d _ i n A n 1 _ 6 8 7 2 _ 4 1 3 4 n 1 _ 6 8 7 2 _ 4 1 3 4 mypmos L=1uW=32u 
mPMosB n d _ o u t _ n a n d n d _ i n B n 1 _ 7 0 6 4 _ 4 1 3 4 n 1 _ 7 0 6 4 _ 4 1 3 4 mypmos 
mNMosA n d _ o u t _ n a n d n d _ i n A nd_SA n 0 _ 7 2 8 0 _ 4 3 1 4 mynmos 
mNMosB nd_SA n d _ i n B n 0 _ 7 2 8 0 _ 3 6 6 6 n 0 _ 7 2 8 0 _ 3 6 6 6 mynmos 
* INVERTER1 
mPMosINV n d _ o u t _ n o t 1 n d _ o u t _ n a n d n 1 _ 7 1 1 2 _ 4 1 3 4 n 1 _ 7 1 1 2 _ 4 1 3 4 mypmos 
mNMosINV n d _ o u t _ n o t 1 n d _ o u t _ n a n d n 0 _ 7 2 8 0 _ 3 8 8 2 n 0 _ 7 2 8 0 _ 3 8 8 2 mynmos 
* INVERTER2 
mPMosINV2 n d _ o u t _ n o t 2 n d _ o u t _ n o t 1 n 1 _ 7 3 5 2 _ 4 1 3 4 n 1 _ 7 3 5 2 _ 4 1 3 4 mypmos 
mNMosINV2 n d _ o u t _ n o t 2 n d _ o u t _ n o t 1 n 0 _ 7 5 2 0 _ 3 8 8 2 n 0 _ 7 5 2 0 _ 3 8 8 2 mynmos 
.model mypmos PMOS VT0 =-0.6 KP=1 00u 
.model mynmos NMOS VT0 =0.6 KP=1 00u 
* ================================================================ 
* S I MULATI ON OPTI ONS 
* ================================================================ 
.dc vVinA 0 1.5 0.1 
. p l o t N( n d _ o u t _ n a n d ) N( n d _ o u t _ n o t 1 ) N( n d _ o u t _ n o t 2 ) 
. s p r 
. l u 
. o r d e r 1 
* ================================================================ 
* CONVERGENCE OPTI ONS 
* ================================================================ 
.ma x i t e r 30 
.gmin 1 e -1 0 
. r e l t o l 1 u 
. a b s t o l v 1 u 
. a b s t o l i 1 00p 
. end 
Αρχείο εισόδου 5.3: Κομμάτι αρχείου προσομοίωσης πύλης NAND-CMOS με το 
ibmpg2. Μόνο η περιγραφή της πύλης. 
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\ V n doutjnand 
\ \ ι 1 1 ι 1 
0 0.2 0.4 0.6 0.8 
VinA (V) 
1 1.2 1.4 
Σχήμα 5.4: Αποτελέσματα προσομοίωσης του ibmpg2 για την έξοδο της NAND. 














I 1 1 ι 1 
/ 
/ V n droutjnrotl 
/ V n 
ι 1 1 I 1 1 I 1 1 I 
0.2 0.4 0.6 0.8 
V i n A (V) 
1.2 1.4 
Σχήμα 5.5: Αποτελέσματα προσομοίωσης του ibmpg2 για την έξοδο της INV1 δηλαδή 
AND. 
0 1 
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1 1 I 1 1 I 1 1 I 1 1 \ 
ldoutnOt2 
\ I 1 1 I 1 
0.6 0.8 
V i n A (V) 
1.2 1.4 
Σχήμα 5.6: Αποτελέσματα προσομοίωσης του ibmpg2 για την έξοδο της INV2 δηλαδή 
NAND καθυστερημένη κατά δύο αντιστροφείς. 
0 1 
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